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Aura 1

Nesta aula, introduziremos os conceitos fundamentais dessa disciplina. Comecare-
mos definindo o que é uma topologia e um espaco topoldgico, e depois ilustraremos
essa definicao abstrata com exemplos concretos. Em seguida, apresentaremos os
espacos métricos, que constituem uma importante classe de exemplos de espacos
topoldgicos, e verificaremos que todo espago métrico é, de fato, um espaco topolégico.

1.1. Espacgos topolégicos. O objetivo desta secao é apresentar a definicao central
dessa disciplina: a de espaco topolégico. A ideia é axiomatizar, de maneira abstrata,
as propriedades dos conjuntos abertos que ja conhecemos, por exemplo, em R".
Comecemos com as defini¢coes de topologia e de espago topoldgico.

Defini¢ao 1.1 (de topologia e espago topolégico). Dado um conjunto X, uma to-
pologia em X é uma familia de subconjuntos 7 C P(X), satisfazendo as seguintes
condicoes:

(i) 0, X €.

(ii) Para toda subfamilia {A;};c; C 7, a uniao (J,.; A; pertence a 7.

(iii) Para todos n > 0e Ay,..., A, € T, a intersegao A; N---N A, pertence a 7.

Um espago topolégico é um conjunto X munido de uma topologia 7 C P(X).
Neste caso, os conjuntos A € T sao chamados de abertos, e os conjuntos Z C X tais
que (X \ Z) € 7 sao chamados de fechados.

A definicao acima é bastante abstrata. Para desenvolver intuicao sobre ela, é 1til
considerar alguns exemplos concretos. Comegamos pelos casos mais simples.

Exemplo 1.2. Conjunto vazio. Observe que P(0)) = {(}}. Assim, a tinica topologia
possivel no conjunto vazio é 7 = {0}.

Passando ao proximo caso, vejamos o que ocorre quando o conjunto possui exa-
tamente um elemento.

Exemplo 1.3. Seja X = {e} um conjunto com um elemento. Observe que, nesse
caso, P(X) = {0, X}. Pela condicao (i) da Definigao 1.1, qualquer topologia em X
deve conter () e X. Logo, a unica topologia possivel em X é 7 = {0, X}. Como

0N0=0, 0NX=0 ¢ XNX=AX,
obtemos que a condi¢ao (ii) da Defini¢ao 1.1 é satisfeita. Além disso, como
PUD=0, PUX=X e XUX=X,

segue que a condicao (iii) da Defini¢ao 1.1 também é satisfeita. Isso mostra que 7
é, de fato, uma topologia em X. Observe que, nesse caso, os conjuntos () e X sao
ambos abertos e fechados ao mesmo tempo.

Vejamos agora o caso de um conjunto com dois elementos, que é o primeiro caso

em que ha mais de uma topologia possivel.
2
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Exercicio 1.1. Seja X = {a, b} um conjunto com dois elementos. Mostre que todas
as possiveis topologias em X sao:

&= {QaX}a

o 2 ={0,{a}, X},

o 73 ={0,{b}, X},

o 7y = {0, {a}, {0}, X}.

Resolugao (Angie). Pela condi¢ao (i) da Definigdo 1.1, qualquer topologia em X
deve conter () e X. Portanto, toda topologia em X é da forma 7 = {(), X} UA, onde
A C {{a}, {b}} é uma subfamilia dos subconjuntos préprios nao vazios de X. Como
{{a},{b}} tem exatamente quatro subfamilias, hd no méximo quatro candidatas a
topologia em X. Vamos verificar que cada uma delas é, de fato, uma topologia.

Pelo Exemplo 1.5, a topologia trivial, 7, = {0}, X'}, satisfaz as condigoes (i)-(iii)
da Definigao 1.1. Pelo Exemplo 1.4, a topologia discreta, 7, = P(X), satisfaz as
condigoes (i)-(iii) da Defini¢ao 1.1.

Consideremos agora a familia 5 = {0, {a}, X'}. A condigao (i) é imediata. Para
verificar as condigoes (ii) e (iii), basta observar que:

INb=0emn, O0n{a}=0ecn, ONX=0¢cmn,
{a}n{a}={a} €mn, {ajnNX={a}en, XNX=Xemn,
Pubd=0en, 0U{a}={aten, UX=XEmn,
{a}yU{a} ={a} €mn, {ajuX=Xen XUX=XEecn.

As outras possiveis intersecoes e unioes entre os elementos de 73 seguem dessas.
Portanto, 7, também é uma topologia em X.

Consideremos agora a familia 73 = {0, {b}, X}. A condigao (i) é imediata. Para
verificar as condigoes (ii) e (iii), basta observar que:
hnh=0em, On{dt=0em, INX=0€cm,
{}n{p} ={b}emn, {InX={blemn, XNX=Xcecm,
pUD=0em, OU{}={btem, UX=X €mnm,
{pyu{b}={b}emn, {HUuX=Xecm, XUX=XEcm.

As outras possiveis intersecbes e unioes entre os elementos de 73 seguem dessas.
Portanto, 73 também é uma topologia em X. [l

Os exemplos acima sao, evidentemente, muito simples. Para conjuntos maiores, a
quantidade de topologias possiveis ¢ naturalmente maior. Mas dois casos extremos
de topologia que generalizam o exemplo anterior e, a0 mesmo tempo, mostram que
todo conjunto admite alguma topologia sao: a topologia discreta e a topologia trivial.

Exemplo 1.4. Considere um conjunto X e 7 = P(X). Nesse caso, as condigoes (i)-
(iii) da Defini¢ao 1.1 s@o claramente satisfeitas. Assim, 7 = P(X) é uma topologia
em X. Observe que, nessa topologia, todo subconjunto de X é aberto e fechado ao
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mesmo tempo. Essa é a maior topologia possivel em X, e é chamada de topologia
discreta.

No extremo oposto da topologia discreta, esta a topologia que contém o menor
numero possivel de abertos: a topologia trivial.

Exemplo 1.5. Considere um conjunto X e 7 = {(), X }. Nesse caso, as condigoes (i)-
(iii) da Definigao 1.1 também sdo claramente satisfeitas. Assim, 7 = {(); X} é uma
topologia em X. Observe que, nessa topologia, os tnicos abertos (e também os
tinicos fechados) sao () e X. Essa é a menor topologia possivel em X, e é chamada
de topologia trivial.

Os exemplos de espacos topoldgicos vistos até agora sao bastante simples. Na
proxima secao, apresentamos uma familia muito mais rica e geometricamente signi-
ficativa de exemplos: os espagos métricos, que generalizam a nocao de distancia e
fornecem uma importante fonte de intuicao para a topologia geral.

1.2. Espagos métricos. Nesta secao, vamos definir espacos métricos e estudar al-
gumas de suas propriedades. Esses espacos sao exemplos importantes de espacos
topologicos, porque eles ajudam a construir intuicao sobre espacos topologicos abs-
tratos.

Definigao 1.6 (de métrica e espago métrico). Dado um conjunto X, uma métrica
(ou uma distancia) em X é uma funcdo d : X x X — R satisfazendo:

(i) d(z,y) = d(y, z) para todos =,y € X.

(i) d(x,y) > 0 para todos x,y € X, e d(z,y) = 0 se, e somente se, x = y.

(iii) (desigualdade triangular) d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) para todos z,y,z € X.
Um espaco métrico é um par (X, d), onde X é um conjunto (nao vazio) e d é uma

métrica em X.

O exemplo mais familiar de métrica é induzida pelo valor absoluto de ntimeros
reais. Verificamos a seguir que ele satisfaz todos os axiomas da definicao acima.

Exemplo 1.7. Considere o conjunto X = R e a funcao d : R x R — R dada por
d(x,y) = |x — y|. Verifiquemos que d é uma métrica em R:

(i) d(z,y) = |r — y| = 0 se, e somente se, z —y = 0, isto é, se, e somente se,
T =1.
(ii) d(z,y) = [z —y[ =| = (y — 2)| = |y — 2] = d(y, x) para todos z,y € R.

(iii) Para todos x,y, z € R, temos que
dz,z) =z -zl =[xz —y)+ - 2)| < |z —y[+ |y — 2| = d(z,y) + d(y, 2),
onde usamos a desigualdade triangular para o valor absoluto.

Isso mostra que (R, d) é um espago métrico.
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O exemplo acima generaliza naturalmente para R? onde a métrica euclidiana
mede a distancia usual entre dois pontos do plano.

Exemplo 1.8. Considere o conjunto R? e a funcio dy : R? x R*> — R dada por

dy((a1, a2), (b1, b2)) = /(a1 — b1)? + (az — ba)?.

Vamos verificar que dp é uma métrica em R

(i) Dados (a1, a2), (b1, be) € R? temos que
dy((a1, as), (b, b2)) = v/(ar — b1)? + (az — by)?
_\/bl—al bz—a2)
= da((b1,b2), (a1, az)).

(i) Dados (a1, as), (b1,be) € R?, temos que do((a1, az), (b1,b2)) = 0 se, e somente
se, (a1 —b1)* + (az — by)? = 0, 0 que ocorre se, e somente se, a; = by e ay = by,
isto é, se, e somente se, (a1, as) = (by,bs).

(iii) Para verificar a desigualdade triangular, fixe (ay,as), (b, bs), (c1,c2) € R? e
escreva u; = a; — b; e v; = b; — ¢;, de modo que a; — ¢; = u; + v;. Pela
Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

U U1 + Ugvy < \/u% + u3 \/v% + v3.
Portanto,
dao((ar, az), (c1,¢2))?* = (ug +v1)? + (ug + v2)?
= (uf +u3) + 2(urvr + ugva) + (5 +v3)

< (ui +u3) —|—2\/u1+u2\/v1 + v3 + (v} + v3)

= (\/u% + u3 + \/v% +v§>2
= (da((a1, az), (by, b2)) + da((by, b2), (c1,¢2)))” .

Tomando raizes quadradas, como ambos os lados sao nao negativos, obtemos
que

da((a1, az), (c1,¢2)) < da((an, az), (b1, b2)) + da((b1, b2), (c1, c2)).

Isso mostra que (R?, dy) é um espago métrico. A métrica do é chamada de métrica
euclidiana em R? e corresponde a distancia usual entre dois pontos no plano.

Mais geralmente, a métrica euclidiana se generaliza para R™ em dimensao ar-
bitraria. Existem, porém, outras métricas naturais em R" além da euclidiana. As
duas a seguir sao especialmente tteis.

Exercicio 1.2. Dado n > 0, considere o conjunto R" e a fungao d; : R x R* =+ R
dada por

di((a1, ... an), (b, b)) = > a; — bi|.
=1
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Mostre que d; é uma métrica em R”. Essa métrica é conhecida como métrica do
taxi.

Resolugao (Celso). Vamos verificar que a funcao d; satisfaz as condigoes (i)-(iii) da

Definigao 1.6.

(a) Para todos a = (ay, as,...,a,) e b= (by,be,...,b,) € R", temos que

di(a,b) =Y a; —bi| = |bi — a;] = dy(b,a).
=1 =1

(b) Paratodos a = (ay, as,...,a,),b= (by,ba,...,b,) € R" temos que d;(a,b) > 0,
pois d; é determinada por uma soma de valores absolutos. Além disso, se a # b,
existe i € {1,2,...,n} tal que a; # b;. Isto implica que |a; — b;| > 0. Assim,
como cada termo da soma ., |a; — b;| ¢ maior ou igual que zero (pois séo
valores absolutos), concluimos que, neste caso, d;(a,b) > 0. No outro caso, ou
seja, quando a = b, temos que a; = b; para todo ¢ € {1,2,...,n}. Logo

di((ar, ... an), (b, b)) = ) lag—bi| =0+ 4+0=0.
=1

(c) Para verificar a desigualdade triangular, observe que:

di(a,c) = Z |a; — ¢
=1
:Z\ai—bi+bi—ci|
=1

n n
< Z|ai—bi|+Z’bi—Ci|
i=1 i=1
= di(a,b) + d(b,c),
para todos a = (a1, as,...,a,), b= (b1,ba,...,b,), c=(c1,c2,...,¢,) ER". O
Além da métrica do taxi, outra métrica importante em R™ é a métrica do maximo,

definida a seguir.

Exercicio 1.3. Dado n > 0, considere o conjunto R" e a funcao d, : R" x R* =+ R
dada por

doo((a1, ... a,), (b1,..., b)) =max{|a; — b;| | i € {1,...,n}}.

Mostre que d,, é uma métrica em R". Essa métrica é chamada de métrica do maximo
em R"™.

Resolug¢ao (Daniel). Vamos verificar que dn, satisfaz as condigdes (i)-(iii) da De-
finicao 1.6.
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(i) Por definigao, temos que

doo (1, v) = max{|u; — vy, ..., [ty — vn|}
= maz{|vy — uyl, ..., |vn — un|}
= doo (v, u),
para todos u = (uy, Us, ..., Uy,),v = (v1,v9,...,0,) € R™
(i) Sejam u = (u1,u, ..., u,) € v = (vV1,v9,...,v,) € R". Como |u; —v;| > 0 para
todo i € {1,2,...,n} e o méximo de diversos valores ndo negativos também é

um valor nao negativo, entao dy(u,v) > 0.
Agora, suponha que dy(u,v) = 0, ou seja, suponha que

max{|u; — vi|, |ug — val, ..., Ju, —v,|} =0.
Como |u; — v;| > 0 para todo ¢ € {1,2,...,n}, isso implica que |u; — v;| =0
para todo ¢ € {1,2,...,n}. Como consequéncia, obtemos que u = v.
(iii) Sejam u = (uy, ug, ..., Up), v = (V1,V2,...,0,) € W = (W, Wa, ..., w,) € R™

Lembre que

doo(u, w) = max{|uy — wr], |ug — wsl, ..., |u, —wy|}.
Depois, denote por k um dos indice em {1,2,...,n} tal que

max{|u; — ws|, |ug — wal, ..., |up —wy|} = |ug — wgl.

Em seguida, observe que, pela desigualdade triangular do valor absoluto, temos

que
lug, — wi| < |ug — vg| + Jvp — wy.
Como
|ug — vg| < max{|u; — vq], |ug — val, ..., |un — vu|}
e
|up — wi| < max{|vy — wn], |ve — wal, ..., v, — wy|},
segue que
doo(u, w) = max{|uy — wr], |ug — wal, ..., |u, —wy|}
= |y, — wy|

< |uk — Uk| + ’Uk — wk|

< max{|u; — v1|, |ug —va|,. .., U, — v,|}
+ max{|v; — wy|, v — wal, ..., |v, — wy|}
= doo(u, v) + doo (v, ). O

Os exemplos anteriores sao todos em R™. O exemplo a seguir mostra que qualquer
conjunto pode ser munido de uma métrica, de maneira canonica.

Exemplo 1.9. Considere um conjunto nao vazio X e d : X x X — R a funcao dada

por
0, sex =y,
d(z,y) =
1, sex#y.
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Vamos verificar que d é uma métrica em X. Para isso, sejam z,y, 2z € X.

(i) Temos que d(z,y) = d(y, ), pois a definicdo de d depende apenas de x e y
serem iguais ou distintos, o que é simétrico.

(ii) Pela defini¢ao, d(z,y) = 0 se, e somente se, x = y.

(iii) Para verificar a desigualdade triangular, vamos separar em dois casos. Se
r =z, entdao d(x,z) =0 < d(z,y) + d(y, z), pois d é ndo negativa. Se x # z,
entao d(z, z) = 1. Nesse caso, z # z implica que y # x ouy # z (pois, se y =
e y = z, terfamos = = z, contradi¢ao). Portanto, d(z,y) =1 oud(y,z) =1, e
em qualquer situagao d(x,y) + d(y,z) > 1 = d(z, 2).

Essa métrica é chamada de métrica discreta em X. A topologia induzida por d
em X (conforme definiremos abaixo) coincidird com a topologia discreta (construida
no Exemplo 1.4).

Até agora, definimos espacos métricos e apresentamos alguns exemplos. Mas o
objetivo desta secao, na verdade, é mostrar que todo espaco métrico é um espaco
topoldgico. Para isso, precisamos primeiro definir os conceitos de bola aberta e de
aberto em um espaco métrico.

Definigao 1.10 (de abertos e fechados). Seja (X,d) um espago métrico. Dados
r € X er >0, a bola aberta de centro em x e raio r é definida como sendo o
subconjunto

B(z,r)={ye X |d(z,y) <r} C X,
e a bola fechada de centro em x e raio r é definida como sendo o subconjunto

B(z,r):={y € X |d(z,y) <r} C X.

Além disso, um subconjunto A C X é dito aberto quando, para todo a € A, existe
r > 0 tal que B(a,r) C A, e um subconjunto Z C X é dito fechado quando X \ Z
é aberto.

A proposicao a seguir mostra que os subconjuntos abertos de um espago métrico
satisfazem exatamente os axiomas de uma topologia, conforme a Definicao 1.1. Em
outras palavras, todo espago métrico é um espaco topolégico também.

Proposigao 1.11. Seja (X, d) um espago métrico.
(a) Para todo z € X er > 0, a bola aberta B(z,r) é um subconjunto aberto de X.
(b) Os subconjuntos ) e X sdo abertos em X.

(c) Se {A;}ier é uma familia de subconjuntos abertos de X, entao (J,.; A; também

é um subconjunto aberto de X.

i€l

(d) Se Ay,..., A, é uma familia finita de subconjuntos abertos de X, entao a in-
tersecao A; N ---N A, é um subconjunto aberto de X.

Demonstracao. (a) Fixex € X er > 0. Sejaa € B(z,r); entdo d(z,a) < r. Defina
r"=r—d(z,a) > 0. Afirmamos que B(a,r") C B(z,r). De fato, se y € B(a,r’),
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entdo d(a,y) <1’ =r —d(z,a), e pela desigualdade triangular,
(

d(z,y) < d(z,a) +d(a,y) < d(z,a)+r—d(x,a) =r.

Logo y € B(z,r), o que demonstra a afirmagao.

(b) O conjunto @) é aberto por vacuidade: a condigao da Definigao 1.10 é satisfeita
trivialmente, pois nao hd nenhum elemento em (). O conjunto X é aberto pois,
para quaisquer a € X e r > 0, temos B(a,r) C X.

(c) Fixe uma familia {4;}ic; de subconjuntos abertos de X. Se a € |J,c; A,
entao a € A; para algum j € I. Como A; é aberto, existe » > 0 tal que
Bla,r) € A; € Uy, Ar

(d) Fixe uma familia finita A, ..., A,, de subconjuntos abertos de X. Se a pertence
a A;N---NA,, entdo a € A; para todo i € {1,...,n}. Como cada A; é
aberto, existem 7r,...,7, > 0 tais que B(a,r;) C A; para cada i. Defina
ro como min{ry,...,r,}. Como rq,...,7r, > 0, temos que 1o > 0. Além disso,
também temos que B(a,ry) C B(a,r;) C A; paratodoi € {1,...,n}. Portanto,
B(a,m9) CT A N---NA,. O

Considere um espago métrico (X, d). Lembre da Definigao 1.10 que um subcon-
junto A C X é chamado de aberto quando, para todo a € A, existe r > 0 tal que
B(a,r) € A. Defina T ={A C X | A éaberto em (X,d)}. Pela Proposicao 1.11,
essa familia 7 satisfaz as condigoes (i)-(iii) da Definigao 1.1, e portanto é uma topo-
logia em X. Essa topologia é chamada de topologia induzida pela métrica d.

No caso em que existe uma métrica d : X x X — R tal que 7 é induzida pela
métrica d, o espago topolégico (X, 7) é chamado de metrizavel. Mas, como veremos
ao longo dessa disciplina, em geral, topologias nao sao induzidas por métricas.

Exercicio 1.4. Sejam X um conjunto nao vazio e d : X x X — X a métrica
discreta em X (ver Exemplo 1.9). Mostre que a topologia induzida por essa métrica
é a topologia discreta (ver Exemplo 1.4).

Resolugao (Israel). A métrica discreta d é definida por:

d(z, y) 0, sex=y
x,y) =
Y 1, sex#uy.

A topologia induzida pela métrica d é dada por:

74 ={AC X | Aéaberto em (X,d)}.
Um conjunto A C X é aberto se, para todo a € A, existe um raio r > 0 tal que a
bola aberta B(a,r) estd contida em A.

Seja A C X um subconjunto arbitrario. Vamos mostrar que A é aberto na
topologia 74. Para isso, tome a € A qualquer. Analisemos as bolas abertas na
métrica discreta. Para um raio r com 0 < r < 1, temos que:

B(a,r) ={x € X | d(a,z) <r} ={a},
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pois se x # a, entdo d(a,z) =1 > r. Assim, a bola aberta de raio 7 (com 0 < r < 1)
reduz-se ao conjunto unitério {a}. Isso mostra que todo ponto a € A possui uma

bola aberta centrada nele que estd inteiramente contida em A. Consequentemente,
A é aberto em (X, d).

Como A C X foi escolhido arbitrariamente, concluimos que todo subconjunto de
X é aberto. Ou seja, 74 = P(X) ¢é exatamente a topologia discreta em X. 0

Exercicio 1.5. Dé um exemplo de um espago métrico (X, d) e uma familia de sub-
conjuntos abertos { A; };c; em X, tais que N;er A; nao é aberto; ou, equivalentemente,
uma familia de subconjuntos fechados {Z; };c; tais que U;erZ; nao é fechado.



AUuLA 2

Na aula anterior, definimos topologias e espagos topoldgicos, e apresentamos os
primeiros exemplos, incluindo os espagos métricos. Nesta aula, estudaremos outras
maneiras de definir e de construir topologias. Comecaremos mostrando que uma
topologia pode ser equivalentemente descrita por meio de seus conjuntos fechados,
em lugar de seus abertos. Em seguida, introduziremos as nocoes de subbase e de base
de uma topologia, que oferecem uma forma mais economica e flexivel de construir
uma topologia, gerando-a a partir de familias menores de abertos.

2.1. Topologias via conjuntos fechados. O objetivo desta se¢do é apresentar
uma maneira equivalente de definir topologias: em vez de especificar os conjun-
tos abertos, podemos especificar os conjuntos fechados. Essa abordagem é 1til em
diversas situagoes, como na definicao da topologia cofinita e da topologia de Za-
riski. O lema a seguir serd usado para demonstrar uma proposi¢do que torna essa
equivaléncia precisa.

Lema 2.1. Sejam X um conjunto e {Y;};c; uma familia de subconjuntos de X.

(a) X\ (UierYs) = ;e (X \ Y3).
(b) X \ (mieIYi) = Uie](X \ Y;)'

Demonstragdo. (a) Vamos comegar mostrando que X \ (UjerYi) C ;o (X\Yi). Se
r € X ex ¢ UygY;, entdo x ¢ Y; para todo i € I. (Caso contrério, se © € Y;
para algum i € I, entdo = € U;erY;.) Isso implica que z € X \ Y; para todo
i € I; ouseja, v € (), (X \Y).

Agora vamos mostrar que (),c;(X \Y;) € X \ (UierYi). Se z € ;o (X \ Y)),
entao v € X e x ¢ Y;, para todo i € I. Logo = ¢ U;Y; (caso contrario, x
pertenceria a Y; para algum ¢ € I). Isso significa que x € X \ (UierYs).

(b) Vamos comegar mostrando que X\ (NierY;) € U, (X\Y5). Se x € X\ (NierYs),
entdao = ¢ N;erY;. Isso implica que existe i € I, tal que x ¢ Y;. Logo x € X \ Y]
para algum i € I; ou seja, = € [ J;c, (X \ Y;).

Agora vamos mostrar que | J;c (X \Yi) € X\ (NierYi). Se z € U, (X \ Y5),
entdo x € X \ 'Y; para algum i € [. Isso implica que x ¢ Y; para algum ¢ € I.
Logo = ¢ Nic;Y;. (Caso contrario, x pertenceria a Y; para todo i € I.) Isso
mostra que z € X \ (NierYi)- O

Proposigao 2.2. Sejam X um conjunto e F C P(X) uma familia de subconjuntos
de X. Se T satisfaz as seguintes condigoes:

(i) 0, X € 7,
ii) para toda subfamilia {Z;};,c; C F, a intersecao [ )..; Z; pertence a &,
> el
(iii) para todosn >0e Z1,...,Z, € F, aunido Z; U---U Z, pertence a F,

entdo 7 1= {X \ Z | Z € F} é uma topologia em X, e os elementos de F sao

exatamente os fechados de (X, 7).
11
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Demonstra¢ao. Vamos mostrar que 7 satisfaz as condigoes (i)-(iii) da Defini¢ao 1.1.

(i) Como X e FelheF, entaol=X\XerTeX=X\0er.

(i) Seja {A;}ier uma familia arbitraria de membros de 7. Pelo Lema 2.1(a), temos
que X\ (U,c; Ai) = Nics (X \4;). Por construcao, A; € 7, e consequentemente,
(X' \ A4;) € F para todo i € I. Pela hipdtese (ii), temos que (), (X \ 4;) € J.
Isso implica que X \ (UZe s Ai) € J, e consequentemente, que | J,.; A; € 7.

(iii) Seja Ay, ..., A, uma familia finita de membros de 7. Pelo Lema 2.1(b), temos
que X\ (A4N---NA,) =(X\A)U---U(X\ A4,). Agora, por construcio,
(X\A1),...,(X\A,) € F. Pela hipétese (iii), (X \A;)U---U(X\A4,) € F. Isso
implica que X'\ (A;N---NA,) € F, e consequentemente, A;N---NA, e 7. O

A proposicao acima é uma ferramenta conveniente para definir topologias direta-
mente por meio de seus fechados, sem precisar verificar os axiomas de aberto. Vamos
ver dois exemplos dessa construcao, comecando com a chamada topologia cofinita.

Exemplo 2.3. Dado um conjunto X, defina
F:={Z CX|Z=X ou Z é finito}.
Vamos verificar que JF satisfaz as condigoes (i)-(iii) da Proposigao 2.2.

(i) O conjunto X € F por defini¢ao, e § € F pois ) é finito.
(i) Seja {Z;}ier uma subfamilia arbitraria de . Se I = ), entao (,.; Z; = X € F.

iel “i
Se I # () e Z; = X para todo i € I, entao Nier Zi = X. CaS(E) contrario, ou
seja, se I # ) e existir j € I tal que Z; # X, podemos fixar tal j € I,
de modo que (;c;Z; € Z;. Como Z; € F e Z; # X, entdo Z; ¢é finito,
e consequentemente, (,.; Z; também é finito. Em todos os casos possiveis,

obtemos que (,.; Z; € F.

(iii) Sejamn >0e Zy,...,Z, € F. Sealgum Z;, = X, entao Z;U---UZ, = X € F.
Caso contrario, todo Zj, é finito. Isso implica que Z;U---U Z,, também ¢ finito
e portanto pertence a JF.

Pela Proposicao 2.2, 7 :={X\Z | Z € F} = {0} U{A C X | X \ A ¢ finito} ¢
uma topologia em X, chamada de topologia cofinita. Nessa topologia, os abertos
nao vazios sao exatamente os subconjuntos de X cujo complementar € finito.

No proximo exemplo, vamos usar novamente o resultado da Proposicao 2.2 para
construir uma topologia. Essa topologia tem natureza mais algébrica, surge na-
turalmente no contexto da geometria algébrica, e é conhecida como topologia de
Zariski.

Exemplo 2.4. Dado um subconjunto S C Rz, y] de polindémios em duas varidveis
com coeficientes reais, defina o conjunto de zeros de S como sendo

V(S) :={(a,b) € R*| f(a,b) = 0 para todo f € S},

e defina a familia

F:={V(S)| S CR[z,y]}.
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Vamos verificar que F satisfaz as condigoes (i)-(iii) da Proposicao 2.2.

(i) Como o polinomio constante 1 nao possui zeros, temos que ) = V({1}) € F.
Além disso, como o polinomio constante 0 se anula em todo ponto, temos que
R?2 =V ({0}) € 7.

(i) Seja {V(S;)}ier uma subfamilia arbitraria de F. Entao

AV(s) =V <U SZ) ,

iel icl

pois um ponto anula todos os polinomios de todo S; se, e somente se, anula
todos os polinomios de J;.; S;. Logo ;c; V(Si) € F.

(iii) Sejam n > 0e V(Sy),...,V(S,) € F. Entao
V(S1)U---UV(S,) =V (S)-Sy---Sy),

onde Sy - Sy--- S, = {fife-- fu | fi € S; para todo i}. De fato, um ponto
a € R? pertence a V(S;) para algum i se, e somente se, fi(a)--- f,(a) = 0

para todos f; € S;; o que ocorre se, e somente se, a € V(S; - Sg---5,). Logo
V(S))u---uV(S,) egd.

Pela Proposicao 2.2, F define uma topologia em R?, chamada de topologia de Zariski.
Nessa topologia, os fechados sao exatamente os conjuntos de zeros de familias de
polinomios em duas variaveis.

Os dois exemplos acima ilustram bem a utilidade da Proposicao 2.2: em vez de
verificar os axiomas de topologia diretamente sobre os abertos, basta exibir uma
familia de fechados satisfazendo as condigoes (i)-(iii) e concluir que ela determina
uma topologia. O exercicio a seguir mostra que essa correspondéncia ¢, na verdade,
uma bijecao: a familia de fechados de uma topologia a determina de forma tunica.

Exercicio 2.1. Seja X um conjunto e seja F C P(X) uma familia satisfazendo as
condigoes (i)-(iii) da Proposicao 2.2. Mostre que 7 = {X \ Z | Z € F} é a unica
topologia em X cujos fechados sao exatamente os elementos de .

Resolugao (Mateus). Sejam 11 e 75 duas topologias em X e F C P(X) uma familia
satisfazendo as condigoes (i)-(iii) da Proposigdo 2.2. Suponha também que F é a
familia de fechados das topologias 7 e 5. Vamos mostrar que 71 = 7».

Vamos comecar mostrando que 71 C 7. Para isso, seja A € 4. Como o comple-
mentar de um conjunto aberto é um conjunto fechado, entdo X \ A € F. Como F
também é a colecao de conjuntos fechados da topologia 75, € como o complementar
de um conjunto fechado é um conjunto aberto, temos que A = X \ (X \ 4) € 7.
Portanto, 7 C 7.

A demonstracao de que 7o C 71 é completamente analoga. Como 71 C 15 e 75 C 7y,
segue que 7| = Ty. O
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2.2. Bases de topologias. Em muitas situacoes, é conveniente descrever uma to-
pologia nao pela totalidade dos seus abertos, mas por uma familia menor que os
“gera”. Por exemplo, a topologia euclidiana em R™ pode ser descrita simplesmente
pelas bolas abertas, que formam uma base dessa topologia. Esta secao formaliza
essa ideia, introduzindo as nogoes de subbase e de base de uma topologia.

Definigao 2.5 (de subbase e base de topologia). Dado um conjunto X, uma subbase
de uma topologia em X ¢é uma familia § C P(X) tal que (Jg.g5 = X. Uma base
de uma topologia em X é uma subbase B C P(X) de uma topologia em X tal que:
para todos Bi, B, € B e todo x € B; N Bs, existe By € B tal que x € B3 C BN Bs.

Observe que toda base é uma subbase de uma topologia, e que toda topologia é
uma base de uma topologia. O préximo resultado nos da uma forma de construir
uma base a partir de uma subbase, e de construir uma topologia a partir de uma
base de uma topologia.

Lema 2.6. Seja X um conjunto.
(a) Se § C P(X) é uma subbase de uma topologia em X, entao
8] ={Sn---NS,|n>0,5,...,5, €8} (2.1)

¢ uma base de uma topologia em X.

(b) Se B C P(X) é uma base de uma topologia em X, entdo

(B = {U B; | B; € B para todo i € ]} (2.2)
el

¢ uma topologia em X.

(c) Se B C P(X) é uma base de uma topologia em X, entao
{A C X | para todo z € A existe B € B tal que z € B C A} = (B).

Demonstracao. Esta demonstragao é técnica, mas ilustra o papel de cada condicao
nas definicoes de subbase e base.

(a) Vamos comegar mostrando que [8] é uma subbase de topologia em X. Observe
que 8 C [§], pois podemos tomar n = 1 em (2.1). Como 8 é uma subbase de
uma topologia em X, entao (Jgcg S = X e como 8 C [8], entdo (Jpcq) B = X.

Agora, vamos mostrar que [§] é uma base de topologia em X. Se By, By € [§],
entao existem Sy,...,S, € S taisque By =5, N---NS,eT,...,T,, €8 tais
que By =1T1N---NT,,. Logo

BiNBy=5nN---nS,NnTynN---NT, €[S].

Em particular, para todo x € By N By, podemos tomar By = B; N By € [§], e
teremos © € By C By N Bsy. Isso mostra que [§] é, de fato, uma base de topologia
em X.

(b) Vamos mostrar que (B) satisfaz as condigoes (i)-(iii) da Definigao 1.1.
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(i) Tomando I = () em (2.2), obtemos que () € (B). Além disso, como B é
uma base (e, portanto, também uma subbase) de uma topologia em X,
temos (Jgeq B = X, de modo que X € (B).

(ii) Segue diretamente da defini¢cao (2.2) de (B): uma unido arbitrdria de
unioes de elementos de B é novamente uma uniao de elementos de B.

(iii) Sejam n >0 e Ay, ..., A, € (B). Pela defini¢ao (2.2), existem conjuntos
de indices Iy,..., I, e subfamilias {B; 1 }iery, - -, {Bin}icr, C B tais que
Ar = Ujer, Bir para cada k € {1,2,...,n}. Pela distributividade da
uniao sobre a intersegao, temos que

AlﬂﬂAn: U (Bihlﬂ---ﬂBimn).
(31 5eein ) ETL X - X Iy

Assim, para concluir essa demonstracao, é suficiente mostrar que cada
Bi,iN---NB;, » € (B), pois uma uniao arbitraria de elementos de (B)
também pertence a (B).

Para isso, fixe (i1,...,4,) € I X --- x I,. Pela Definigao 2.5, para todo
x€Bj1N---NB,, pn, existe By € Btalquex € B, C B;,1N---NB;, 5.
Logo

BiiN--NBjn C J B. € Byin---NBi..

(EEBilJIﬁI"'ﬂBi",n
Isso implica que B;, 1 N ---NB;, » =, B: € (B).

(c) Para mostrar a inclusao C, seja A um subconjunto de X tal que, para todo
a € A, existe B, € B coma € B, C A Entao A = |J,.4 Ba € (B). Agora,
para mostrar a inclusdo D, seja A € (B). Pela definicdo de (B), existe uma
subfamilia {B;}ic; € B tal que A = |J,.; B;. Isso significa que, para todo
x € A, existe i € I tal que z € B; C A. Isso conclui a demonstragao. 0

O lema acima mostra que, a partir de qualquer base de topologia em um conjunto,
obtemos uma topologia nesse conjunto. Nesse caso, dizemos que a base gera essa
topologia.

Definigao 2.7 (de topologia gerada). Dados um conjunto X e uma base B de uma
topologia em X, a topologia (B) é chamada de topologia gerada por B. Neste caso,
dizemos que B é uma base da topologia (B).

Observe que toda topologia é uma base de si mesma. Assim, toda topologia ad-
mite uma base que a gera. Os exemplos a seguir mostram que bases distintas (e,
em particular, bases estritamente menores que a topologia) podem gerar topolo-
gias conhecidas, como a topologia trivial, a discreta e as topologias induzidas por
métricas.

Exemplo 2.8. Considere um conjunto X. Observe que a familia § = {X} é uma
subbase de uma topologia em X. Nesse caso, [§] = { X} é uma base de uma topologia
em X, e a topologia gerada por ela é ([§]) = {0, X'}, a topologia trivial em X.
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No exemplo anterior, a subbase é extremamente pequena e gera a topologia com o
menor numero possivel de abertos, a topologia trivial. No extremo oposto, o exemplo
a seguir mostra que a familia formada pelos conjuntos com apenas um elemento é
uma base que gera a topologia com o maior nimero possivel de abertos, a topologia
discreta.

Exemplo 2.9. Considere um conjunto X. Observe que a familia B = {{z} |z € X}
¢ uma base de uma topologia em X. De fato:

b UweX{x} :X7
e {z}N{z} ={x} € Bparatodox € X, e {z}N{y} =0 para todos x #y € X.

A topologia gerada por B é a topologia discreta em X, pois, para todo A C X,
temos que A = J,.4{a} € (B).

Os dois exemplos anteriores sao de natureza puramente combinatéria. O exemplo
a seguir ¢ geometricamente mais rico: ele mostra que a familia das bolas abertas de
um espaco métrico é uma base para a topologia induzida pela métrica.

Exemplo 2.10. Seja (X, d) um espago métrico. Considere a familia de bolas aber-
tas, B = {B(xz,r) | x € X er > 0}. Observe que essa familia é uma base para
uma topologia induzida pela métrica em X. De fato, sejam x1,29 € X, 11,79 > 0
e x € B(xy,m) N B(xa,7). Por construgao, d(z,z1) < r e d(z,z3) < re. As-
sim, r := min{r; — d(x,x1), 12 — d(z,z5)} > 0. Da desigualdade triangular (De-
finigao 1.6(iii)), segue que B(z,r) C B(xy,7r1) N B(xa,72). Agora, comparando a
Defini¢ao 1.10 com o Lema 2.6(c), concluimos que a topologia gerada por B é exa-
tamente a topologia {A C X | A é aberto em (X, d)}, induzida pela métrica d.

O exemplo acima é importante pois conecta a teoria de bases ao contexto concreto
dos espacos métricos. O exercicio a seguir explora, em um exemplo pequeno e
explicito, as nocoes de base e de fechados introduzidas nesta secao.

Exercicio 2.2. Considere um conjunto com dois elementos, X = {z,y} e a topologia
7={0, {z}, X} em X.

(a) Encontre explicitamente todos os fechados de (X, 7).

(b) Encontre todas as bases da topologia 7.

Os exemplos e exercicios anteriores ilustram como bases distintas podem gerar a
mesma topologia. A proposicao a seguir fornece um critério pratico para reconhecer
quando uma familia de abertos de uma topologia dada é, de fato, uma base dessa
topologia.

Proposicao 2.11. Sejam (X,7) um espaco topolégico e € C 7 uma familia de
abertos. Se, para todo aberto A € 7 e todo a € A, existe C' € C tal que a € C' C A,
entdo € é uma base de 7 (isto é, € é uma base de uma topologia em X e (C) = 7).
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Demonstra¢ao. Vamos comecgar mostrando que C é uma subbase de uma topologia
em X. Como X € 7, a hipdtese garante que, para todo x € X, existe C, € C tal
que r € C; € X. Logo J,cy Cr = X, e € é uma subbase de uma topologia em X.

Agora, vamos mostrar que € também é uma base de uma topologia em X. Dados
C1,Cs € €, como €C C 7, temos que C} N Cy € 7 pela Definicao 1.1. Por hipdtese,
para todo x € C; N Oy, existe C' € € tal que x € C C C; N Cy. Isso mostra que C é
uma base de uma topologia em X.

Para terminar, vamos mostrar que (€) = 7. A inclusao (€) C 7 segue do fato de
que € C 7, da definigao de (C) (2.2) e da Definigao 1.1. Para mostrar a inclusao
T C (C), fixe A € 7. Por hipétese, para cada a € A, existe C, € C tal que
acC, C A Logo A=, Cac(C). O

A Proposicao 2.11 é especialmente til quando ja temos uma topologia em maos e
queremos identificar uma base mais simples para ela. Os exercicios a seguir aplicam
os resultados desta secao.

Exercicio 2.3. Considere um conjunto X.

(a) No caso em que X é finito, mostre que a topologia cofinita em X coincide com
a topologia discreta.

(b) No caso em que X = R, descreva explicitamente os conjuntos abertos e fechados
da topologia cofinita. Conclua que, nesse caso, a topologia cofinita coincide com
a topologia de Zariski.

Resolucao (Roger). (a) Lembre que a topologia cofinita em X ¢é definida por
Teof = {0} U{A C X | X \ A é finito}

e que a topologia discreta em X é definida por 7435 = P(X). Para mostrar que
Teof = Tdis, VAINOs mostrar que Teor € Tgis € que Tgis © Teof-

Como toda topologia em X é uma subfamilia de P(X), temos que Teor C Tgise-
Para a inclusao oposta, observe que, se X é finito, entao todo subconjunto A
de X também é finito, e portanto X \ A é finito. Logo, todo subconjunto de X
satisfaz a condicao que define os abertos de 7..¢. Isso mostra que 745 C Teof €

implica que Teor = Tyjs-

(b) Queremos mostrar que a topologia cofinita e a topologia de Zariski coincidem
em R. Faremos isso mostrando que as duas topologias tém exatamente a mesma
familia de fechados, pois, pela Proposicao 2.2 e pelo Exercicio 2.1, uma topologia
é determinada unicamente por seus fechados.

Lembre que os fechados da topologia cofinita em R sao

Feor = {R}YU{Z CR | Z ¢ finito}.

Lembre também que os fechados da topologia de Zariski em R sao os conjuntos
de zeros de familias de polinémios em uma variavel, Fz,, = {V(S) | S C R[z|},
onde

V(S) ={a €R| f(a) =0 para todo f € S}.
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Vamos mostrar que Feor = Fyar.
Para mostrar que Feor € Fyzar, observe que R = V({0}) e que todo subcon-
junto finito {ay, as,...,a,} de R é o conjunto de zeros do polinémio

flz)=(zr—a1)(x —az) - (x —ay).

Para mostrar que Fz,, C F.of, observe que, no caso em que S contém o
polinémio nulo f = 0, entdo toda constante satisfaz f(a) = 0, logo V(S) =R
pertence a T.¢. J4 no caso em que S nao contém o polinémio nulo, entao cada
f € S é um polindomio nao nulo em uma variavel, que possui apenas finitos
zeros reais. Logo V(S) C ;g f'(0) é um conjunto finito e também pertence
a Teof -

Isso mostra que a familia de fechados da topologia cofinita na reta coincide
com a familia de fechados da topologia de Zariski. Como uma topologia pode
ser unicamente determinada pela sua familia de fechados, concluimos que a

topologia cofinita ¢ igual a topologia de Zariski em R. 0

Exercicio 2.4. Sejam X um conjunto e B uma base de uma topologia em X.
Mostre que (B) é a intersecao de todas as topologias em X que contém B. Conclua
que, se B é uma topologia em X, entdao (B) = B.

Resolugao (Zyon). Denote por I o conjunto formado pelas topologias em 7 que
contém B. Para mostrar que B = () ., 7, vamos mostrar que:

(B)YC()7 e [)T<S(B).

Tel Tel

Para mostrar que (B) C () ; 7, comece lembrando que B C 7 para todo 7 € I e

que
(B) = {U B;

jeJ

J ¢ um conjunto e B; € B para todo j € J} .

Depois, lembre que todo 7 € I é uma topologia que contém B. Dai e da condi-
¢ao (i1) da Defini¢ao 1.1, obtemos que (B) C 7 para toda topologia 7 € I. Como
consequéncia, obtemos que (B) C (), ., 7.

Agora, para mostrar que ()., 7 € (B), lembre que (B) é uma topologia que
contém B. Assim, (), .;7 = (B) N (N,; 7). Isso implica que (), ;7 C (B) e
conclui a demonstracao de que (B) = (1), ., 7.

Para justificar a segunda afirmacao, suponha que B é uma topologia em X. Como
B ¢ uma topologia que contém B, entao (B) = () ., 7= BN (ﬂfel T) C B. Por
outro lado, da definigdo de (B), fica claro que B C (B). Com isso, concluimos que
se B é uma topologia em X, entdo B = (B) é a menor topologia que contém B. [
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Nesta aula, construiremos diversos exemplos de espacos topoldgicos e os com-
pararemos. O principal objetivo é acumular uma gama suficientemente ampla de
exemplos que nos ajude a desenvolver intui¢ao sobre os conceitos que aparecerao na
sequencia desta disciplina.

3.1. Comparacoes entre topologias. Dado um conjunto X, pode existir mais de
uma topologia em X, como vimos nos exemplos da Aula 1. Nesta se¢ao, uma ma-
neira precisa de comparar topologias em um mesmo conjunto, por meio da relagao
de inclusao entre as respectivas familias de abertos. Em seguida, ilustraremos essa
comparagao em casos simples e enunciaremos um resultado que nos ajudara a com-
parar topologias em casos mais gerais.

Definigao 3.1 (de topologia mais fina e mais grossa). Dados um conjunto X e
duas topologias 7,7 em X, dizemos que 7 é mais grossa que 7 quando 7 C 7/, e
analogamente, dizemos que 7 é mais fina que 7/ quando 7 C 7.

Lembre que, como topologias de um conjunto X sao subfamilias de P(X), pode
acontecer de duas topologias serem comparaveis (ou seja, 7 C 7" ou 7/ C 7), mas
também pode acontecer de nao serem comparaveis (ou seja, 7' Z T e T L 7).

A seguir, construiremos exemplos de topologias em diversos conjuntos e as com-
pararemos. Para comecar, consideremos os dois casos mais simples: conjuntos que
admitem uma unica topologia.

Exemplo 3.2. Lembre que a tnica topologia possivel no conjunto vazio é 7 = {(}
(ver Exemplo 1.2). Lembre também que, se um conjunto X tem apenas um elemento,
entdo também existe uma tunica topologia nele, 7 = {0, X} (ver Exemplo 1.3).
Nesses casos, a Unica topologia no conjunto é ao mesmo tempo mais grossa e mais
fina que ela mesma.

O préximo caso de interesse é o de conjuntos com exatamente dois elementos, pois
¢ o menor em que aparecem multiplas topologias e a comparagao entre elas se torna
nao trivial.

Exemplo 3.3. Considere um conjunto com dois pontos distintos, X = {a,b}. Va-
mos listar todas as topologias em X:

e Topologia trivial: 75 = {0}, X }.

e Topologia de Sierpinski: 7, = {0, {a}, X}.

e Outra topologia de Sierpinski: 7, = {0, {b}, X }.
e Topologia discreta: 71 = {0, {a}, {0}, X }.

Observe que 70 C 7, € 7 e que 79 € 7, C 71, Mas que T, € T, NA0 SA0 coMparaveis.
Nos exemplos acima, a verificacao da relacao de inclusao entre topologias € direta,

pois as topologias sao finitas e explicitas. Em geral, o critério do lema a seguir
19
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tornard essa comparacao mais eficiente: em vez de comparar todos os abertos, basta
verificar uma condicao apenas sobre abertos bésicos.

Lema 3.4. Sejam X um conjunto e B, B’ duas bases de topologias em X. A topo-
logia (B’) é mais fina que a topologia (B) se, e somente se, para todo B € B e todo
b € B, existe B’ € B’ tal que b € B’ C B.

Demonstra¢ao. Vamos comegar mostrando a parte “somente se”. Para isso, supo-
nha que (B') seja mais fina que (B), ou seja, que (B) C (B’). Queremos mostrar que:
para todo B € B e todo b € B, existe B’ € B’ tal que b € B' C B. Pela definicao
de (B) (2.2), temos que B C (B). Além disso, como (B) C (B’) por hipétese, todo
B € B é aberto em relacao a topologia (B’). Assim, pelo Lema 2.6(c), para todo
b€ B, existe B’ € B’ tal que b € B’ C B.

Agora vamos mostrar a afirmacao da parte “se”. Para isso, suponha que: para
todo B € Betodob € B, exista B’ € B’ tal que b € B' C B. Queremos mostrar que
(B) C (B). Pelo Lema 2.6(c), para todo A € (B) e todo a € A, existe B € B tal que
a € B C A. Dai e da hipétese, segue que existe B’ € B’ tal que a € B' C B C A.
Como isso vale para todo a € A, o Lema 2.6(c) garante que A € (B’). O

3.2. Exemplos de topologias na reta. Nesta secao, vamos considerar topologias
na reta real. Comece lembrando das topologias em R que ja conhecemos:

e Topologia trivial: 7 = {{), R}.

e Topologia cofinita: 7={ACR|(R\ A) =R ou (R\ A) é finito}.
e Topologia usual: 7 = (B), onde B = {(a,b) | a < b € R}.

e Topologia discreta: 7 = P(R).

Observe que as topologias acima estao ordenadas da mais grossa para a mais fina.
Vamos construir outras duas topologias em R.

Exemplo 3.5. Considere B’ = {[a,b) | a < b € R}. Vamos verificar que B’ é uma
base de topologia em R. Para mostrar que B’ é uma subbase de topologia em R,
observe que |J,cy[—n,n) = R. Para mostrar que B’ é, de fato, uma base de uma
topologia em R, observe que:

e [a,b)N[c,d) =0,seb<coused<a,
e [a,b) Nc,d) € B, nos outros casos.

Agora, vamos usar o Lema 3.4 para mostrar que a topologia (B’) é mais fina que
a topologia usual de R. Para isso, comece lembrando que B = {(a,b) | a < b € R}
¢ uma base para a topologia usual. Depois, observe que: para todos a < b € R
ez € (a,b), temos que [z,b) € B e x € [x,b) C (a,b). Assim, pelo Lema 3.4, a
topologia (B’) é mais fina que (B).

Para terminar esse exemplo, observe que [0,1) € (B’), mas [0,1) ndo é aberto

na topologia usual de R (pois qualquer intervalo aberto contendo 0 contém pontos
negativos, portanto nao estda contido em [0,1)). Isso mostra que a topologia (B'),
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chamada de topologia de Sorgenfrey, é estritamente mais fina que a topologia usual
da reta. A topologia de Sorgenfrey também é estritamente mais grossa que a topolo-
gia discreta, pois {0} ¢ (B’) (todo elemento nao vazio de (B’) contém um intervalo
da forma [a,b), que é infinito).

Vamos concluir esta se¢ao com dois exercicios em que construimos novas topologias
na reta. No primeiro, construiremos uma topologia que é estritamente mais grossa
que a topologia usual e nao comparavel a topologia cofinita.

Exercicio 3.1. Considere a familia B = {(a,00) | a € R} de subconjuntos de R.

(a) Mostre que B é uma base de uma topologia em R.

(b) Mostre que a topologia gerada por B ¢ estritamente mais grossa que a topologia
usual de R.

(¢) Mostre que a topologia (B) nao é comparavel a topologia cofinita.

Resolugao (Celso). (a) Para mostrar que B ¢ uma base de topologia em X, vamos
comegar mostrando que ela é uma subbase. Por um lado, como (a,00) C R
para todo a € R, entao |J,.gz(a,00) € R. Por outro lado, dado = € R, se
tomarmos a = x — 1, temos que z € (a,00). Isso implica que R C (J,cg(a, 00).
Com isso, concluimos que (J,cg(a,0) = R, ou seja, que B é uma subbase de
topologia em R.

Além disso, dados dois intervalos By = (a,00) e By = (b,00) em B, temos
que BN By = (max{a,b}, o0) € B também. Assim, se tomarmos By = B;N By,
teremos que x € B3 = B; N By para todo x € By N By. Isso conclui a demons-
tracao de que B é uma base de topologia em R.

(b) Lembre que C = {(a,b) | a,b € R} é uma base para a topologia usual de R.
Vamos comecar mostrando que: para todo B € B e todo b € B, existe C' € C
tal que b € C' C B. Para isso, considere B = (a,00) € B e z € B. Se tomarmos
€ = 3|z — al, teremos que o intervalo (z — €, x + €) estd contido em (a,o0).
Portanto, definindo C' = (x — ¢, z + ¢€) € €, temos que = € C' C B.

Pelo Lema 3.4, isso implica que a topologia gerada por B é mais grossa que
a topologia usual da reta. Por outro lado, dado C' = (a,b) € €, nao existe
B = (¢,00) € B tal que B C C. Portanto, pelo Lema 3.4, a topologia usual
nao é mais grossa que a topologia gerada por B. Ou seja, a topologia (B) é
estritamente mais grossa que a topologia usual da reta.

(c) Considere a base de topologia B e a topologia cofinita,
T={ACR|R\ A ¢ finito ou A = 0},

como base para ela mesma. Vamos usar o Lema 3.4 para comparar as topologias
geradas por essas bases.

Primeiro, vamos construir A € 7 e a € A para os quais nao existe B € B tal
que a € B C A. Considere A =R\ {0} ea = —1. Se B € B, entao B = (¢, 0)
para algum ¢ € R. Além disso, se a € B, entao ¢ < —1: e se B C A, entao
¢ > 0. Como nao existe ¢ € R tal que ¢ < —1 e ¢ > 0, entao tal conjunto B nao
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existe. Assim, pelo Lema 3.4, a topologia gerada por B nao é mais fina que a
topologia cofinita em R.

Agora, vamos construir B € B e b € B para os quais nao existe A € 7 tal
que b € A C B. Considere B = (0,00) e b= 1. Se A € 7 for tal que A C B,
entao A = (). Caso contréario, o complementar de A seria finito e nao conteria
R\ B = (—00,0]. No entanto, se A = (), entdo b ¢ A. Isso mostra que nao
existe A € 7 tal que b € A C B. Assim, pelo Lema 3.4, a topologia cofinita
nao é mais fina que a topologia gerada por B em R. Com isso, concluimos que
essas duas topologias nao sao comparaveis. 0

No proximo exercicio, construiremos uma topologia que é estritamente mais fina

que a topologia usual, estritamente mais grossa que a topologia discreta, e nao é

comparavel a topologia de Sorgenfrey.

Exercicio 3.2. Considere

K

={1/n|n€Zs}, B={(a,b)|a<beR} e C={(a,b)\ K|a<beR}.

(a) Mostre que B U € é uma base para uma topologia em R.

(b) Mostre que a topologia (B U €) é mais fina que a topologia usual de R.

(c) Mostre que a topologia (B U €) nao é comparavel a topologia de Sorgenfrey.

Resolugao (Daniel). (a) Primeiro, observe que B é uma base para a topologia usual

em R. Em particular, B é uma subbase de topologia em R. Isso implica que

Rc|JBC |J B

BeB BeBuUe

Como B C R para todo B € B U €, concluimos que B U € é uma subbase de
uma topologia em R.

Agora, para terminar de mostrar que B U € é uma de topologia em R, sejam
Bi,By € BUCex € BN By. Nos casos em que By, By € B, existe By € B
tal que x € B3 C By N By, porque B é uma base de topologia em R. No caso
em que B; € B e By € C, temos que By, = B) \ K para algum B} € B. Dai e
do fato que B é uma base de topologia em R, segue que existe Bs € B tal que
x € B3 C BiNBj. Como x € By = B\ K também, segue que

No caso em que Bj, By € @, existem Bf, B) € B tais que B; = B} \ K e
By = B\ K. Como B é uma base de topologia em R e x € B;N By C B{ N BY,
existe Bj € B tal que x € B C B; N B). Dai e do fato que x € B; N By (ou
seja, v ¢ K), segue que z € B, \ K C (BN B))\ K = BN By. Como B € B,
entdo B := (B;\ K) € C.
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(b) Da definigao de topologia gerada (2.2) e do fato que B C B U €, temos que

(B) = {U B; | I é um conjunto e B; € B para todo i € I}

- {UBl I é um conjunto e B; EBUGparatodoz’E[}

Como (B) é a topologia usual de R, isso mostra que a topologia gerada por
B U € é mais fina que ela.

(c) Para mostrar que a topologia gerada por B U € nao é comparével a topologia
de Sorgenfrey, vamos construir um aberto em R em relacao a topologia de
Sorgenfrey que nao é aberto em relagao a topologia gerada por B U C. Depois,
vamos construir um aberto de R em relagao a topologia gerada por B U € que
nao é aberto em relacao a topologia de Sorgenfrey.

Primeiro, considere o conjunto A = [0, 1), que é aberto em relagao a topologia
de Sorgenfrey (ver Exemplo 3.5). Para mostrar que A ndo é aberto em relagao
a topologia gerada por B U €, vamos mostrar que nao existe B € B U € que
contém 0 e esta contido em A. De fato, todo elemento B € B U € é da forma
B = (a,b) ou B = (a,b) \ K. Assim, para que 0 € B, temos com a < 0 < b.
Dessa forma, sempre existird © € B com z < 0. Portanto A ¢ [0,1). Isso
implica que A nao é aberto em relacao a topologia gerada por B U C.

Agora, considere A’ = (—1,1) \ K € B UC. Para mostrar que U néo é
aberto em relacao a topologia de Sorgenfrey, vamos mostrar que nao existe
B' € {la,b) | a < b} tal que 0 € B" C A’. De fato, para que 0 € [a,b), temos
que a < 0 < b. Assim, existird = € [a,b) que é positivo. Consequentemente, se
tomarmos n :=]1[+1, teremos que 0 < + <z < b. Como = ¢ B’ e 1 ¢ A/,
concluimos que B" ¢ A’. Como B’ = {[a,b) | a < b} é uma base para a
topologia de Sorgenfrey (ver Exemplo 3.5), entdo A’ ndo é aberto em relacao a
essa topologia.

Conclui-se, portanto, que 7 € (B U C) e que (BUC) € 7, ou seja, que essas
duas topologias nao sao comparaveis. 0]

3.3. Exemplos de topologias no plano. Nesta secao, vamos considerar topolo-
gias no plano cartesiano. Comece lembre das topologias em R? que ja conhecemos:

e Topologia trivial: 7 = {0, R?}.
e Topologias métricas: 7 = {A C R? | A é aberto em relagao & d}, onde d é uma
métrica em R? (ver Defini¢ao 1.10).

e Topologia discreta: 7 = P(R?).

Como a topologia trivial é a mais grossa e a topologia discreta é a mais fina em
qualquer conjunto, as topologias acima estao ordenadas da mais grossa para a mais
fina, qualquer que seja a métrica escolhida. Em particular, no caso em que d é a
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Tdiscreta

TSorgenfrey
- Tusual
Teofinita ““’W\ /L’
a..- -‘-
T(a,00)
Ttrivial I Y

Ficura 3.1. Comparacao entre topologias na reta:

Tcofinita, TK
Trivial g g Tusual g g Tdiscreta
T(a,00) TSorgenfrey

métrica discreta (ver Exemplo 1.9), a topologia obtida é a topologia discreta (ver
Exercicio 1.4). Vamos construir outras topologias em R? e compard-las.

Exemplo 3.6. Lembre do Exemplo 2.4 que a topologia de Zariski em R? é a to-
pologia cujos fechados sao os conjuntos de zeros de familias de polindmios em duas
variaveis, isto é, os subconjuntos fechados sao da forma

V(S) = {(a,b) € R*| f(a,b) = 0 para todo f € S}, onde S C R[z,y].

Vamos mostrar que a topologia de Zariski em R? é mais grossa que a topologia
usual, ou seja, que todo aberto de Zariski é aberto na topologia usual (induzida pela
métrica euclidiana ds).

Seja S C R[z, y] e considere o fechado de Zariski V(S). Para mostrar que R?\V(S)
é aberto na topologia usual, fixe (a,b) € R?\ V(5). Por definigao, existe f € S tal
que f(a,b) # 0. Como f é um polinomio, entao a funcao f : R?* — R é continua.
Isso implica que existe uma bola aberta em torno de (a,b) formada por pontos (z, y)
tais que f(x,y) # 0 também. Ou seja, existe r > 0 tal que B((a,b), r) estd contido
em R?\ V(S). Pela Definigao 1.10, isso significa exatamente que R?\ V/(S) é aberto
na topologia induzida pela métrica ds.

Para ver que a topologia de Zariski é estritamente mais grossa que a topologia
usual em R? observe que o semi-plano {(a,b) € R* | a > 0} é aberto na topologia
usual, mas nao ¢ aberto na topologia de Zariski.

O exemplo anterior ilustra como a topologia de Zariski e a topologia usual diferem
em R2 O exemplo a seguir mostra que duas métricas distintas podem induzir a
mesma topologia em R2,
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Exemplo 3.7. Lembre do Exercicio 1.3 que a fungao
ds : R* x R? = R dada por du((ay,as), (b1, b)) := max{|a; — by|, |ag — bs|}

¢ uma métrica em R?. Assim, d., induz uma topologia em R2. Pelo Exemplo 2.10, a
familia de bolas abertas relativas a métrica d., forma uma base para essa topologia.
Observe que essas bolas abertas sao, na verdade, quadrados abertos:

B((a1,az),7) = {(b1,bs) € R* | max{|a; — b1, |as — bo|} <7}
= {(bl,b2> € R2 | |CL1 — b1| <re |CL2 — b2| < T}
= (a; — 71,01 +71) X (ag —r,as + 7).
Vamos mostrar que a topologia induzida pela métrica d, coincide com a topologia
induzida pela métrica euclidiana d,. Para isso, usaremos as desigualdades
doo(a,b) < ds(a,b) < \/§doo(a, b), para todos a,b € R?.
Para justificar a primeira desigualdade, comece observando que, para i € {1,2},
lai = bi = V/(a; = b:)? < /(a1 = b1)? + (as — b2)? = da(a, b).

Dai segue que dy(a,b) = max{|a; — bi|,|as — ba|} < da(a,b). Para justificar a
segunda desigualdade, basta observar que

dy(a,b) = /(a1 — b)) + (ag — by)? < \/doo(a, )2 + doo(a, b)2 = V2 doo(a, b).

Agora, vamos usar essas desigualdades e o Lema 3.4 para mostrar que as topologias
induzidas por ds e por d, coincidem. Denote por B a base formada pelas bolas

abertas em relacao a dy e por B’ a base formada pelas bolas abertas em relacao a
doo -

Para mostrar que (B’) é mais fina que (B), fixe B € B e b € B. Queremos
construir B’ € B’ tal que b € B’ C B. Para isso, sejam € R? e r > 0 tais
que B = {y € R? | dy(z,y) < r}. Como b € B, entdao do(x,b) < r. Assim,
podemos definir 7’ := \%(T —dy(x,b)) > 0. Agora vamos mostrar que a bola aberta
B' ={y € R? | dyo(b,y) < r'} estd contida em B. De fato, se y € B’, entao:

d2<I,y) < dg(%,b) + d2<b7 y) < dg(d},b) + \/idoo(ba y) < dg(d},b) + (T - d2<x7b)) =T
Isso implica que y € B, e portanto, que B’ C B. Como b € B’ C Be B’ € B, segue
do Lema 3.4 que (B) C (B’).

Agora, para mostrar que (B) é mais fina que (B'), fixe B’ € B’ e/ € B’. Queremos
construir B € B tal que ¥’ € B C B’. Para isso, sejam = € R? e r > 0 tais que
B'={y € R? | doo(z,y) < r}. Como b’ € B’, podemos definir v’ = r —d(z,0') > 0.
Agora vamos mostrar que a bola aberta B := {y € R? | dy(V/,y) < r'} esté contida
em B’. De fato, se y € B, entao:

Aoo(2,Y) < doo(2,0') + doo (W', y) < doo (2, V) + da(b',y) < doo(2,0') + 1" = 1.

Isso implica que y € B’, e portanto, que B C B’. Como b € B C B’ e B € B, segue
do Lema 3.4 que (B') C (B).
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Isso mostra que, apesar das métricas dy e do, serem diferentes, as topologias in-
duzidas por ds e por d., sao iguais.

O exemplo acima mostra que, em R?, as topologias métricas geradas pelas bolas
redondas (relativas a ds) e pelas bolas quadradas (relativas a d,) sdo as mesmas.
O exercicio abaixo generaliza esse resultado para outras métricas.

Exercicio 3.3. Considere um ntimero inteiro positivo p e defina

dy: R*x R* = R como sendo d,((ay,as), (b1,b2)) = {/|ay — by|P + |ag — bl

(a) Mostre que d, é uma métrica em R? para todo p. (Sugestdo: para provar a
desigualdade triangular, use a Desigualdade de Minkowski sem demonstré-la.)

(b) Mostre que, para quaisquer dois nimeros inteiros positivos, p e ¢, existe ¢ € Ry
tal que d,(a,b) < cd,(a,b) para todos a,b € R?.

¢) Conclua que as topologias induzidas pelas métricas d, sdo todas iguais.
(c) q polog p p g

Resolugao (Israel). (a) Dado um ndmero inteiro positivo p, mostraremos que d,
satisfaz as quatro condi¢oes de métrica.
(i) Para todos ay,as, b1, by € R, temos que |a; — b1|P + |az — be|P > 0, pois
a poténcia p-ésima de um nimero nao negativo ¢ nao negativa e a soma
de nimeros nao negativos é nao negativa. Como a raiz p-ésima de um
nimero nao negativo também é nao negativa, segue que

dy((ar, az), (b1, b2)) = {/lar — balP + |ag — by? > 0.
Além disso, observe que:

dp((a17a2)7 (blabQ)) =0 <~ {/|a1 — bl|p —+ |a2 — b2|p =0
<~ |ag — 1P+ ]ag —be/P =0

< |ag —01|P=0e|ag — 0|’ =0
<= a1 =by e ay = by.
(ii) Como |a; — b;| = |b; — a;| para todos ay, as,by,bs € R ei = {1,2}, entao
dy((ar, as), (b1, b2)) = {/]ar — baf? + [ag — bol?
= {/|by — a1 [P + by — asl?
= dp((b1, b2), (a1, a2)).

(iii) Para mostrar que d, também satisfaz a desigualdade triangular, sejam
a = (ar,az), b= (b1,by) e c = (c1,cz) elementos em R?. Depois, defina

U1:G1—b1, ngag—bg, Ulzbl—Cl [§ 'UQZbQ—CQ.
Em seguida, observe que
U +V1 =a1 —C € U+ Vy =as — Ca.

Pela desigualdade de Minkowski, temos que

</|U1 + v1|P + |ug + va|P < €/|U1|p + |ug|P + /|1 [P + |va]P.
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Substituindo as expressoes acima nessa desigualdade, obtemos que:

dy(a,¢) = /a1 — c1|P + |ag — cof?
= {/|uy + v1|P + |ug + voP
< K/ lun]r + Jual? + /[or]? + Joaf?
= {/lar — bi[P + |ag — baol? + /|b1 — c1|P + |by — co?
< d,(a,b) 4+ d,(b,c).

Como as condigoes (i)-(iii) da Defini¢ao 1.6 sao satisfeitas, concluimos que d,
¢ uma métrica em R? para todo inteiro positivo p.

(b) Seja p um inteiro positivo. Para todo v = (vi,v2) € R?, definimos a norma
|lv]l, por /|v1|P + |va|P. Observe que dy(a,b) = |ja — b||, para todo a,b € R%
Assim, dados dois inteiros positivos p e ¢, mostrar que “existe ¢ € R.q tal que
dy(a,b) < cd,(a,b) para todos a,b € R?” é equivalente a mostrar que “existe
¢ € Ry tal que [jv||, < ¢||v]|, para todo v € R%” Assim, vamos mostrar essa
ultima afirmacao.

Para comegar, note que, para todo v = (vy,v9) € R?, temos que

o] = &/ Tonlr < /lorfP + [oal? = o]l

[va| = /|va|P < K/ [vr [P + 2] = ||v]],.

Assim, se denotarmos max{|v1|, |v2|} por ||v||s0, Obtemos que
[0]]oc = max{vy], [va]} < [[0]]p-

Além disso, observe que

olly = /Torl? + val? < /ol + [[oll = /20v]Ee = V2][v]|-

Combinando as desigualdades obtidas acima, concluimos que
[oll, < ¥2[jvlloe < ¥2vll, para todos p,q > 0.

Isso implica que ¢ = ¥/2 € R. é tal que d,(a,b) < cd,(a,b) para todo a,b € R2.

(c) Sejam p,q dois inteiros ndo negativos. Denote por B, a base da topologia
induzida pela métrica d, formada por todas as bolas abertas relativas a métrica
d, e por B, a base da topologia induzida pela métrica d, formada por todas
as bolas abertas relativas a métrica d,. Vamos comegar mostrando que, para
toda bola aberta By, (z,7) € B, e todo y € By, (z,r), existe uma bola aberta
Bg,(y,r") tal que By, (y,r") C Bq,(x,7).



28 NOTAS DE AULA DE TOPOLOGIA GERAL

De fato, vamos tomar 1’ = %V(r dy(z,y)). Pelo item (b) e pela desigualdade
triangular, se z € By, (y, '), entao:

dy(,2) < dp(2,y) + dp(y, 2)
< dp(,y) + V2dy(y, 2)
< dy(z,y) + V21
= dp(z,y) + (r — dy(z,y))

Isso mostra que By, (y,7') esta contida em By, (z,7).

Pelo Lema 3.4, isso implica que a topologia induzida pela métrica d, é mais
fina que a topologia induzida pela métrica d, em R%. Como o argumento do
paragrafo acima é simétrico em p e ¢, podemos trocar p por q e usar o Lema 3.4
para concluir que a topologia induzida pela métrica d,, é mais fina que a topolo-
gia induzida pela métrica d,. Isso mostra que as topologia induzidas por todas
as métricas d, sao as mesmas. 0

Vamos concluir esta aula com um exercicio em que construimos uma topologia em
um conjunto totalmente ordenado. Em particular, se fixarmos a ordem lexicografica
entre os elementos de R?, nés obtemos uma nova topologia em R2.

Exercicio 3.4. Dado um conjunto X, uma ordem total em X é uma relacao R C
X x X satisfazendo as seguintes condicoes:

(i) xRz para todo x € X (reflexividade);

se Ry e yRz, entao xRz (transitividade);

)
(ii) se Ry e yRx, entdo x = y (antissimetria);
(iii)

)

(iv) para todos z,y € X, temos que xRy ou yRz (totalidade).

Dado um conjunto X munido de uma ordem total <, defina a relacao < por:
x<ysex <yex#y. Usando essa relacao, defina os intervalos

(a,b) :={r € X |a<z<b},
[a,b) :={z € X | a <x < b},
(a,b] :={r € X |a <z <b},
e defina a familia B como sendo a colecao dos seguintes subconjuntos de X:

e (a,b) para todo a <b € X;
e [10,b) para todo b € X, se X admitir um elemento minimal zy;

e (a,zy] para todo a € X, se X admitir um elemento maximal x,.

(a) Mostre que B é uma base de topologia em X.

(b) Mostre que, em X = R? a relacao < definida por (ai,as) =< (b1, b2) quando
a; < by, ou quando a; = by e ay < by, ¢ uma ordem total em R2. Essa ordem ¢
chamada de ordem lexicogréfica (ou ordem do dicionério).
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(¢) Mostre que a topologia (B) gerada pela base do item (a) usando a ordem do
item (b) é estritamente mais fina que a topologia usual de R2.

Resolucao (Mateus). (a) Para mostrar que B é uma base de topologia em X, vamos
comecar mostrando que B é uma subbase. Comece observando que todo B € B
estd contido em X (por construcao). Assim, |Jz.s B € X. Para mostrar a
outra continéncia, vamos analisar trés casos:

e Se z nao for um elemento minimal nem maximal de X, entao existem
a,b € X tais que a < x < b. Logo, = € (a,b) € B.

e Se x for um elemento minimal de X, como X tem pelo menos dois elemen-
tos, entao existe b € X com z < b. Logo, x € [x,b).

e Se x for um elemento maximal de X, como X tem pelo menos dois ele-
mentos, entao existe a € X com a < z. Logo z € (a, z].
Esses casos mostram que, para todo = € X, existe B € B tal que x € B. Isso
implica que X = (Jgeq B, 0 que mostra que B é uma subbase de topologia em
X.

Para completar a demonstragao de que B é uma base de topologia em X,
sejam B, By € B e x € B; N By. Vamos construir um subconjunto B3 € B tal
que x € B3 C By N B,. Para isso, vamos analisar todos os casos possiveis:

e Se By = (a,b) e By = (c¢,d), a hip6tese de que z € By N By implica que

max{a,c} <z < min{b, d}. Assim, definindo B;:=(max{a, ¢}, min{b,d}),
obtemos que Bs € B e x € B3 = By N Bs.

e Se By = (a,b) e By = [z9,d), onde zg é 0 elemento minimal de X, a hip6tese
de que z € By N By implica que a = max{xg,a} < x < min{b,d}. Assim,
definindo Bs := (a, min{b, d}), obtemos que By € B e v € By = B; N Bs.

e Se By = (a,b) e By = (¢, 2], onde 2, é 0 elemento maximal de X, entdo a
hipétese de que x € By N By implica que max{a, c} < x < min{b, z,.} = b.
Assim, definindo Bs := (max{a, c}, b), temos: By € Bex € By = B;NBs.

e Se By = [x,b) e By = [70,d), como x € BiN By, entao xy < < min{b, d}.
Assim, definindo B; := [xg, min{b,d}), temos: B3 € Bex € By = B1NDBs.

e Se B) = (a,%] € By = (¢, 2], como x € By N By, entdo max{a,c} <z e
T < ZToo. Assim, definindo Bz := (max{a, ¢}, 2], obtemos que Bz € B e
T € Bg = Bl N BQ.

e Se By = [19,b) e By = (¢, %), cOmo x € By N By, entéo ¢ < o < b. Assim,
definindo B3 = (¢, b), obtemos que Bs € B e x € B3 = By N Bs.
Como em todos os casos possiveis conseguimos encontrar um conjunto Bz € B
tal que z € B3 C By N By, concluimos que B é uma base de topologia em X.

(b) Para mostrar que < ¢ uma relagao de ordem total em R? vamos mostrar que
= ¢ reflexiva, antissimétrica, transitiva e que quaisquer dois elemento de R? sao
comparaveis.
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Para mostrar que =< é reflexiva, basta observar que, para todo (ay,as) € R?,
temos que a; = a1 € as < as. Dal e da definicao da relacao =<, obtemos que
(CLl, CLQ) j (CLl, CLQ).

Para mostrar que =< é antissimétrica, suponha que (ay,as), (by,by) € R?
sao tais que (ay,as) = (by,by) e (by,b2) =< (ay,az). Como a condicao a; < by
contradiria a condigao b; < aq, e como a condigao b; < a; contradiria a condicao
a; < by, concluimos que a; = by. Assim, pela definicao de =<, temos que

CLQSbQ (§ bggag.

Pela antissimetria da ordem usual em R, concluimos que ay = by e, portanto,
que ((1,1, CLQ) = (bl,bg).

Para mostrar que < é transitiva, comece supondo que (aj,as) = (by,bs) €
(b1,b2) = (¢1,¢2). Agora, vamos separar a demonstracao em dois casos:

e Suponha que a; < b;. Como a desigualdade (by,bs) = (c1,c¢o) implica

b1 < ¢q, entao a1 < by < ¢q. Pela transitividade da ordem usual em R,
segue que a; < ¢p. Isso implica que (aq,as) < (¢, ¢2).

e Se a; = by e as < by, temos dois subcasos. Se by < ¢q, entao a1 = by < ¢4.
Isso implica que (a1, az) < (c1,¢2). Caso contrério, se by = ¢; e by < ¢,
entdo a; = by = ¢1 e as < by < ¢9. Assim, pela transitividade da relacao
de ordem usual em R, obtemos que ay < c¢y. Isso também implica que
((11, ag) j (Cl, Cg).

Em ambos os casos, temos que (ai, az) =< (¢1,¢2). Isso mostra que a relagdo <
é transitiva.

Os paragrafos acima mostram que =< é uma relacao de ordem em R2. Para
terminar de mostrar que =< é uma ordem total, vamos mostrar que quaisquer
dois elementos de R? sdo compardveis. Para isso, comece fixando dois elementos
(a1, az) e (b, by) em R% Se a; < by, teremos que (ay,as) =< (b1, bs). Se a; = by,

temos dois casos: se ay < by, entdo (ay,az) =< (b1,be); e se by < ay, entdo
(b1,b2) =X (a1,az). Se a; > by, teremos que (b1, bs) < (ay,az). Isso mostra que,
em qualquer caso, dois elementos em R? sdo sempre compardveis em relacao a

=.

Primeiro, vamos mostrar que a topologia usual, Tyqa, € mais grossa que a
topologia induzida pela ordem lexicogréfica, Tix, em R2. Para isso, vamos
usar o Lema 3.4. Assim, comece lembrando que a topologia usual de R? é
gerada pelas bolas abertas. Depois, observe que, como em R? nao tem elemento
maximo nem minimo em relacao a ordem =, entao a topologia induzida pela
ordem lexicografica é gerada por

B = {(CL, b) | a = (Cll,ag) = (bl,bg) =be Rz}

Agora, considere uma bola aberta B(a,r) C R? e um elemento b € B(a,r).
Como b € B(a,r), entao d(a,b) < r e, consequentemente, € := 1 (r—d(a,b)) > 0.
Assim, se denotarmos b := (by, by) e definirmos [ := ((by, ba — €), (b1, b2 +¢€))),
teremos que b € I C B(a,r). De fato, como todo ponto de I tem distancia a
b menor que € e € < 1, segue que I C B(a,r). Pelo Lema 3.4, concluimos que

Tiex € mais fina que Tygual-
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Agora vamos mostrar que Ty € estritamente mais grossa que Ti.c. Para
isso, considere I = ((0,1), (0,—1)) € B e b= (0,0) € I. Vamos mostrar que
nao existe nenhuma bola aberta B(z,r) tal que b € B(x,r) C I. De fato, para
que B(z,r) C I, temos que ter x = (0,x2) (para algum x5 entre —1 e 1). No
entanto, para todo r > 0, temos que (3, 22) € B((0,22), r); e como § # 0, segue
daf que B((0,z3), 7) € I. Pelo Lema 3.4, isso implica que 7iex ndo é mais fina
que Tusual- LOgo, a topologia induzida pela ordem lexicografica é estritamente
mais fina que a topologia usual em R2. O

TZariski

[ Ttrivial & Tzariski & Tusual & Tiex & Tdiscreta ]

Ficura 3.2. Comparacao entre topologias no plano
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Nas aulas anteriores, definimos espacos topoldgicos e estudamos diversas manei-
ras de construi-los: por meio de conjuntos abertos, fechados, por bases, e a partir
de métricas. Nesta aula, introduziremos a nogao de wizinhanc¢a, que oferece uma
perspectiva local sobre a topologia de um espaco, e estudaremos os chamados azi-
omas de enumerabilidade, que medem, em certo sentido, a “complexidade” de uma
topologia.

4.1. Sistemas de vizinhancas. Até agora, descrevemos topologias globalmente,
por meio de familias de abertos. Nesta secao, adotamos uma perspectiva local: dado
um ponto x num espago topolégico X, estamos interessados nos subconjuntos de X
que contem x de forma aberta. Esses subconjuntos sao chamados de vizinhancas de
x e a colecao de todas elas forma o chamado sistema de vizinhanc¢as de x.

Definigao 4.1 (de sistema de vizinhangas). Dados um espago topoldgico (X, 1) e
um elemento z € X, um subconjunto U C X ¢ dito uma vizinhanca de x quando
existe A € 7 tal que x € A C U. A familia formada por todas as vizinhancas de x
em X,

U, x :={U C X | U é uma vizinhanga de z},

é chamada de sistema de vizinhangas de z. (Quando o espago topolégico X for claro
pelo contexto, denotaremos U, x simplesmente por U,.)

Observe que, em particular, todo aberto é uma vizinhanca dos pontos contidos
nele. A reciproca nao é verdadeira em geral: uma vizinhanga de um ponto nao
precisa ser aberta, precisa apenas conter um aberto que contem esse ponto. Vejamos
alguns exemplos concretos, comecando com os casos mais simples.

Exemplo 4.2. Considere um conjunto X munido da topologia trivial, 7 = {0, X }.
Para todo z € X, o tnico aberto que contém z é o proprio X. Portanto, X ¢é a
tunica vizinhanca de todos os seus pontos: U, x = {X} para todo x € X.

No extremo oposto a topologia trivial, a topologia discreta torna todo subconjunto
um aberto, e portanto o sistema de vizinhancas de cada ponto ¢ muito maior.

Exemplo 4.3. Considere um conjunto X munido da topologia discreta, 7 = P(X).
Para todo z € X, o conjunto {z} é aberto e satisfaz x € {x}. Portanto, todo
subconjunto U C X que contém z é uma vizinhanga de z, porque satisfaz {z} C U
e {z} € 7. Isso implica que U, x ={U C X |z € U}.

Os dois exemplos acima sao casos extremos, em que a topologia é, respectivamente,

a mais grossa e a mais fina possivel. O exemplo a seguir é mais sutil.

Exemplo 4.4. Considere o conjunto X = {a, b} munido da topologia de Sierpinski
7o = {0,{a}, X}. Os sistemas de vizinhangas de a e de b sao:

o U, = {{a}, X}, pois {a} € T e {a} %2)(.
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e U, = {X}, pois o tnico aberto que contém b é X. Em particular, observe que
{b} néo é uma vizinhanga de b.

Os exemplos anteriores envolvem conjuntos com topologias muito simples. O
exemplo a seguir descreve o sistema de vizinhancas de um ponto na reta real, que é
o espaco topologico mais familiar do contexto da anélise.

Exemplo 4.5. Considere R munido da topologia usual. Para todo x € R, um sub-
conjunto U C R é uma vizinhanca de x se, e somente se, U contém algum intervalo
aberto (z—r, x+r) com r > 0. Em particular, o préprio R, intervalos abertos (a, b),
intervalos fechados [a, b], intervalos semiabertos (a,b] e [a,b) sdo todos vizinhangas
de x, desde que a < x < .

A descrigao do sistema de vizinhangas feita no exemplo anterior para R generaliza
naturalmente para o plano R?, substituindo intervalos abertos por bolas abertas.

Exemplo 4.6. Considere R? munido da sua topologia usual. Para todo z € R?,
um subconjunto U C R? é uma vizinhanca de x se, e somente se, U contém alguma
bola aberta B(x,r) com r > 0. Em particular, o préprio R?, bolas abertas e bolas
fechadas contendo z em seu interior sao todos vizinhangas de z. Observe ainda
que, como a topologia usual de R? pode ser induzida por véarias métricas distin-
tas, dy,ds, . ..,ds (ver Exemplo 3.7 e Exercicio 3.3), essas bolas abertas podem ser
escolhidas relativas a qualquer uma dessas métricas.

Os exemplos acima ilustram que o sistema de vizinhancas de um ponto captura
a estrutura local da topologia em torno desse ponto. O lema a seguir estabelece
propriedades dos sistemas de vizinhangas que serao usados na préxima secao.

Lema 4.7. Sejam (X, 7) um espago topoldgico e x € X.

(a) Se U,V € U, entao UNV € U,.
(b) SeUeU,eY C X étal que U CY, entao Y € U,.
(¢) Um subconjunto A C X é aberto se, e somente se, A € U, para todo a € A.

Demonstragao. (a) Se U,V € U,, entdo existem abertos A e B, taisquex € A C U
ex € B CV (ver Definigao 4.1). Como 7 é uma topologia e A, B € T, entao
ANB e 7. Além disso, comox € Aex € B,entaox € ANB CUNV. Pela
Definigao 4.1, isso significa que U NV € U,.

(b) Se U € U,, entao existe A € 7 tal que z € A C U (ver Defini¢ao 4.1). Assim,
se U CY,entao A C U C Y, eportantox € A C Y com A € 7. Pela
Definigao 4.1, isso significa que Y € U,.

(c) “Somente se”: Se A C X é aberto, entdo A € 7 e, para todo a € A, temos que
a € A C A. Pela Definicao 4.1, isso significa que A € U, para todo a € A.

“Se”. Se A € U, para todo a € A, entao, pela Definicao 4.1, para cada a € A

existe A, € 7 tal que a € A, C A. Portanto A = UGGA A,. Como 7 é fechada

por unides arbitrarias (condi¢ao (ii) da Definigdo 1.1) e cada A, € T, entdo

A € 7, ou seja, A é aberto. O
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4.2. Base de vizinhancas. Em muitos espacgos topoldgicos, o sistema de vizi-
nhancas U, de um ponto é muito grande, pois ele contém todos os conjuntos que
contém algum aberto que contém x. Na pratica, frequentemente basta considerar
uma subfamilia menor que determina o comportamento local em x, no sentido de que
qualquer vizinhanca contém um elemento dessa subfamilia. Essa ideia é formalizada
na nocao de base de vizinhancas.

Definigao 4.8 (de base de vizinhangas). Dados um espago topoldgico X e um
elemento x € X, uma base de vizinhancas de x é uma familia B, C U, tal que: para
todo U € U,, existe B € B, tal que B C U.

Observe que, para qualquer espaco topoldgico X e qualquer x € X, a familia U, x
¢ uma base de vizinhancas de . Em particular, todo sistema de vizinhangas admite
alguma base de vizinhancas. A base de vizinhangas mais natural e 1til em cada
contexto é, em geral, uma familia muito menor que U,. Vejamos como esse conceito
se manifesta nos espacos topoldgicos que ja conhecemos.

Exemplo 4.9. Considere o espago de Sierpinski, X = {a,b}, com 7, = {0, {a}, X}
(ver Exercicio 1.1). Lembre do Exemplo 4.4 que U, = {{a}, X} e U, = {X}. Assim,
temos que:

e B, = {{a}} é uma base de vizinhangas de a. De fato, {a} € U, e, para toda
vizinhanga U € U,, temos que {a} C U. A tnica outra base de vizinhangas de
aéB,="U,.

e B, = {X} ¢ a tnica base de vizinhangas de b. De fato, X € U, = {X} eéa
Unica vizinhanga aberta de b tal que X C X.

O espaco de Sierpinski, sendo finito, admite apenas bases de vizinhancas muito
simples. Em espacos com mais estrutura, como a reta real, as bases de vizinhancas
podem ser construidas de formas mais ricas, incluindo com conjuntos que nao sao
abertos.

Exemplo 4.10. Considere R munido da sua topologia usual. Para todo x € R, a
familia
B,={(x—r,z+r)|r>0}

¢ uma base de vizinhangas de z. De fato, cada (z — r,z +r) é um aberto contendo
x, portanto pertence a U,; e se U € U,, entao por definicao existe r > 0 tal que
(x—rx+r)CU.

Observe também que a familia de intervalos fechados
B ={lx—r,z+7r]|r>0}

também é uma base de vizinhancas de x. De fato, para todo r > 0, o intervalo
fechado [z — r,x + r| é vizinhanca de x pois contém o aberto (z — r,x + r); e se
U € U,, entao existe r > 0 tal que (x — r,xz +r) C U, e consequentemente,

[x—1/2, 2 +7r/2]C(x—r,x+71)CU.
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A mesma ideia se aplica a R?: assim como em R podemos escolher bolas (inter-
valos) de diferentes formas como base de vizinhangas, em R? podemos usar bolas
relativas a métricas distintas e equivalentes.

Exemplo 4.11. Considere R? munido da sua topologia usual. Para todo z € R?,
a familia de bolas abertas com centro em x é uma base de vizinhancas de x e a
familia de bolas fechadas com centro em z é outra base de vizinhancas de x. Como
a topologia de R? pode ser induzida por varias métricas distintas, dy, ds, . .., ds (ver
Exemplo 3.7 e Exercicio 3.3), essas bolas podem ser escolhidas relativas a qualquer
uma dessas métricas.

Os exemplos acima mostram que bases de vizinhancas distintas podem descrever
o mesmo sistema de vizinhangas. O lema a seguir caracteriza os abertos e fechados
de um espaco topolégico em termos de uma base de vizinhancas.

Lema 4.12. Sejam X um espagco topoldgico e, para cada elemento z € X, seja B,
uma base de vizinhancas de x.

(a) Para cada x € X: se By, By € B,, entdo existe B € B, tal que B3 C By N Bs.

(b) Um subconjunto A C X é aberto se, e somente se, para todo a € A, existe
B € B, tal que B C A.

(¢) Um subconjunto Z C X é fechado se, e somente se, para todo = € X \ Z, existe
B € B, tal que BN Z = 0.

Demonstragao. (a) Fixe x € X. Se By, By € B,, entao, em particular, By, By € U,
(ver Definicao 4.8). Dai e do Lema 4.7(a) segue que (B; N By) € U,. Assim,
como B, é uma base de vizinhancas de x, existe By € B, tal que B3 C B1N By
(ver Definigao 4.8).

(b) “Somente se”: Se A C X ¢ aberto, entao A € U, para todo a € A. Como B, é
uma base de vizinhancas de a, entao existe B, € B, tal que B, C A para cada

a € A (ver Definigao 4.8).
“Se”: Suponha que, paratodo a € A, exista B € B, tal que B C A. Como B,
é uma base de vizinhangas de a, entdao B, C U, (ver Defini¢ao 4.8). Assim, para
cada a € A, existe B € U, tal que B C A. Agora, como B é uma vizinhanga
de a, entao existe um aberto A, tal que a € A, C B (ver Defini¢ao 4.1). Como
A, éabertoe a € A, € B C A paratodoa € A, entao A = .4 Aq é aberto.

(c¢) Lembre da Definigao 1.1 que Z C X ¢é fechado se, e somente se, X \ Z é aberto.
Pelo item (b), isso é equivalente a: para todo x € X \ Z, existe B € B, tal que
B C X\ Z. Isso significa que, para todo x € X \ Z, existe B € B, tal que
BNZ=0. O

O lema acima mostra como usar bases de vizinhancas para determinar se um
conjunto é aberto ou fechado. A proposicao a seguir complementa esse resultado,
estabelecendo a relacao entre bases de vizinhancas locais e bases globais da topologia:
a reuniao de bases de vizinhangas de todos os pontos forma uma base da topologia, e
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reciprocamente, qualquer base da topologia fornece bases de vizinhancas para cada
ponto.

Proposigao 4.13. Seja (X, 7) um espago topoldgico.

(a) Se uma familia B C 7 é uma base da topologia 7, entdo, para todo x € X, a
familia B, := {B € B | # € B} é uma base de vizinhancas de z.

(b) Se, para cada x € X, uma familia B, C 7 é uma base de vizinhancas de z,
entao a familia B := (J, .y B, ¢ uma base da topologia 7.

Demonstracao. (a) Fixe x € X. Queremos mostrar que B, := {B € B | 2 € B}
é uma base de vizinhancas de x. Pela Definicao 4.8, precisamos mostrar que,
para todo U € U,, existe B € B, tal que B C U. Para mostrar isso, lembre da
Definigao 4.1 que, se U € U,, entao existe A € 7 tal que z € A C U. Como B
¢ uma base da topologia 7 e A é um aberto contendo x, pela Proposicao 2.11
existe B € B tal que r € B C A. Portanto, B€ B, ex € BCU.

(b) Queremos mostrar que B := (J,.y B, é uma base da topologia 7. Pela Pro-
posicao 2.11, basta mostrar que: paratodo A € T etodo a € A, existe B € B tal
quea€e BC A Comoa€ Ae A€ T, temos que A € U,. Assim, a existéncia
de tal B € B, C B com B C A segue diretamente da Definicao 4.8. U

4.3. Axiomas de enumerabilidade. Os conceitos de base de vizinhancas e de base
de topologia permitem formular perguntas sobre a “complexidade” local e global
de um espaco topolégico. Os chamados aziomas de enumerabilidade medem essa
complexidade em termos da existéncia de bases de vizinhangas, ou de bases da
topologia, que sejam enumeraveis.

Definigao 4.14 (de espago primeiro e segundo enumeravel). Um espago topolégico
(X, 7) é dito primeiro enumeravel quando, para todo = € X, existe uma base de
vizinhangas enumeravel de z; e é dito segundo enumeravel quando existe uma base
enumeravel da topologia 7.

Observe que todo espaco segundo enumeravel é também primeiro enumeravel: se
B é uma base enumerdvel de 7, entao, Proposicao 4.13(a), para cada z € X, a fami-
lia B, = {B € B | x € B} é uma base de vizinhancas enumeravel de z. A reciproca
dessa afirmacao, no entanto, é falsa em geral, como mostrarao os exemplos abaixo.
Comecemos, no entanto, com casos mais simples.

Exemplo 4.15. Considere um conjunto X munido da topologia trivial, 7 = {(), X }.
Nesse caso, o espago topolédgico (X, 7) é primeiro e segundo enumeravel. De fato,
para todo = € X, temos que U, = {X}, pois X é o dnico aberto que contém .
Consequentemente, B, = {X} é uma base de vizinhangas enumeravel de x. Isso
mostra que X é primeiro enumerdvel. Observe ainda que B = {X} é uma base
enumeravel da topologia 7. Portanto X também é segundo enumeravel.

O exemplo da topologia trivial é o caso mais simples de todos. No extremo oposto,
a topologia discreta mostra que o segundo axioma de enumerabilidade pode falhar,
dependendo da cardinalidade do conjunto subjacente.
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Exemplo 4.16. Considere um conjunto X munido da topologia discreta, 7 = P(X).
Nesse caso, o espago topoldgico (X, 7) é sempre primeiro enumeravel. De fato, para
todo x € X, temos que U, = {Y C X | z € Y}. Consequentemente, B, = {{z}}
¢ uma base de vizinhangas de x, que é claramente enumeravel (tem apenas um
elemento). Além disso, se X for um conjunto enumerével, entao B = {{z} | x € X}
¢ uma base enumeravel da topologia 7. Por outro lado, se X nao for enumeravel,
entao (X, 7) ndo é segundo enumerdavel. De fato, se B é uma base da topologia T,
entdo, para todo z € X, existe B € B tal que x € B C {z}, o que implica que
{z} € B. Como X é nao enumeravel, entdo B também é ndo enumeravel.

Os dois exemplos anteriores sao de natureza combinatéria. O exemplo a seguir
¢ geometricamente mais significativo e mostra que os espagos métricos sao sempre
primeiro enumeraveis.

Exemplo 4.17. Se (X, d) for um espago métrico, entao X é primeiro enumerével.
Para justificar essa afirmacao, defina

B, :={B(z,1/n) | n é um nimero inteiro positivo} para cada r € X.

Vamos mostrar que B, é uma base de vizinhancas de x. Para isso, observe que, se
Y € U,, entdo existe r > 0 tal que B(z,r) C Y (ver Definigao 1.10). Como r > 0,
o numero inteiro n := [1/r] + 1 é positivo e satisfaz 1/n < r. Isso implica que
x € B(z,1/n) C B(z,r) CY, o que mostra que B, é uma base de vizinhangas de x.
Como B, é um conjunto enumeravel, nés concluimos que X é primeiro enumeravel.

O exemplo anterior garante, em particular, que todo espaco euclidiano R™ é pri-
meiro enumeravel. O exemplo a seguir mostra que R também ¢é segundo enumeravel,
usando a densidade de Q em R para construir uma base enumeravel para a sua to-
pologia usual.

Exemplo 4.18. Considere a familia de intervalos abertos na reta,

B:={(¢g—1/n,q+1/n)[q€QenéeZs}.

Vamos mostrar que B é uma base da topologia usual de R. Pela Proposicao 2.11,
basta mostrar que, para todo aberto A da topologia usual e todo x € A, existe
B € B tal que x € B C A.

Para mostrar isso, fixe um aberto A C R e um elemento x € A. Como A é aberto
na topologia usual, existe r > 0 tal que (z —r, x +r) C A. Como r > 0, podemos
definir n := [2/r] + 1. Além disso, como Q é denso em R, existe ¢ € Q tal que
|r —q| < 1/n. Entdo x € (¢ — 1/n, ¢+ 1/n) e, para todo y € (¢ — 1/n, ¢+ 1/n),
temos que

1 1 2
ly—zl=ly—q+q—2|<|ly—ql+tlg—z[<-+-=-<mr
n n n

Isso mostra que = € (¢ — 1/n, ¢+ 1/n) C (z —r, z +r) C A, e consequentemente,
que B é uma base da topologia usual de R. Além disso, como B ¢é indexada pelo
conjunto enumeravel Q x Z-, concluimos que essa topologia é segundo enumeravel.
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Os exemplos acima mostram que espacos métricos sao sempre primeiros enu-
meraveis e que R, em particular, também é segundo enumeravel. Os exercicios a
seguir exploram os axiomas de enumerabilidade em outros espagos topoldégicos que
ja conhecemos, como a topologia cofinita, a topologia gerada por semirretas e a
topologia de Sorgenfrey.

Exercicio 4.1. Seja X um conjunto munido da topologia cofinita.

(a)

(b)

Mostre que, se X for enumeravel, entao a topologia cofinita em X é enumeravel.
Conclua que, nesse caso, o espaco topolégico obtido é primeiro e segundo enu-
meravel.

Mostre que, se X for nao enumeravel, entao toda base de vizinhancas de pontos
de X também é nao enumeravel. Conclua que, nesse caso, o espaco topoldgico
obtido nao é nem primeiro, nem segundo enumeravel.

Exercicio 4.2. Considere a topologia gerada por B = {(a,0) | a € R} em R.

(a)
(b)

Encontre uma base de vizinhancas para cada ponto x € R.

Mostre que R munido da topologia (B) é primeiro e segundo enumeravel.

Resolugao (Zyon). (a) Sabemos, pela Proposicao 4.13 que, para encontrar uma

base de vizinhancas para um elemento z, basta tomar todos os elementos da
base que contenham z. Portanto, B, = {(a, +00) | a < x} é uma base de
vizinhancas de x, para todo = € X.

Para provar que R munida com a topologia (B) é primeiro e segundo enu-
meravel, basta mostrar que esse espago topolédgico é segundo enumeravel. Para
isso, vamos mostrar que a familia B" = {(¢, +o0) | ¢ € Q} é uma base enu-
meravel para a topologia gerada por B em R.

Primeiro, vamos verificar que B’ é uma sub-base de (B). Por um lado, temos
que U,cq(q; +00) C R, jé que (g, +00) C R para todo ¢ € Q. Por outro lado,
temos que R C quQ(q, +00), porque, para todo = € R, existe ¢ € Q tal que
q < z, ou seja, para todo x € R, existe ¢ € Q, tal que x € (g, +00).

Agora, vamos mostrar que B’ é uma base de topologia em R. Para isso, tome
(q1, +00) e (g, +00) € B’. Observe que:

<QQ7 +OO)7 s5€ 1 < 42,

(q1, +00) N (g2, +00) =
(q1, +00), se g < q.

Assim, ¢ evidente que, para todo x € (g1, +00) N (g2, +00) existe By € B’ tal
que z € B3 C (q1, +00) N (g2, +00).

Agora, vamos mostrar que (B’) = (B). Para isso comece observando que,
como B’ C B, entao (B’) C (B) (ver (2.2)). Para mostrar a outra continéncia,
utilizaremos o Lema 3.4. De fato, dado um conjunto (a, +00) € B e um
elemento b € (a, +00), existe ¢ € Q tal que a < ¢ < b (porque Q é denso em
R). Assim, obtermos que b € (¢, +00) C (a, +o0). Pelo Lema 3.4, isso implica
que a topologia (B’) é mais fina que a topologia (B). Logo (B’) = (B).
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Para concluir, observe que B’ é uma familia enumeravel, porque Q é um
conjunto enumeravel. Dai concluimos que B’ é uma base enumeravel para R
munido da topologia gerada por B e portanto, que esse espaco topoldgico é
segundo enumeravel. O

Exercicio 4.3. Mostre que R munido da topologia de Sorgenfrey é primeiro enu-
meravel, mas nao é segundo enumeravel.

Resolugao (Angie). (a) Para cada x € R, considere a familia de abertos

By :i={lr,q) [¢€Qeq>u}.

Vamos mostrar que B, é uma base de vizinhancas enumeravel para todo x € R.

Para isso, comece fixando x € R. Depois, observe que, na topologia de
Sorgenfrey, para todo subconjunto aberto U de R que contém z, existe € > 0
tal que [z,x +¢) C U. Agora lembre que, como Q é denso em R, para todo
xr € R etodo e > 0, existe ¢ € Q tal que z < ¢ < x + €. Isso implica que, para
todo subconjunto aberto U de R que contém z, existe ¢ € Q, tal que [z,q) C U.
Isso mostra que B, é uma base de vizinhancas para . Além disso, essa base
é enumeravel, pois a familia B, é indexada por Q, que é enumerdavel. Isso
conclui a demonstragao que R munido da topologia de Sorgenfrey é primeiro
enumeravel.

(b) Agora vamos ver que esse espac¢o nao é segundo enumeravel. Para isso, seja B
uma base da topologia de Sorgenfrey. Pela definicao de base, para todo aberto
U e todo ponto x € U, existe um aberto basico B € B tal que x € B C U. Em
particular, como a familia

C:={[a,b) |a <beR}

¢ uma base da topologia de Sorgenfrey, podemos tomar U € C. Ou seja, para
todo a < b € R, existe B € B tal que a € B C [a,b). Além disso, como
€ é uma base da topologia de Sorgenfrey, também existird [c,d) € C tal que
a € [c,d) C B C|a,b). Isso implica que ¢ = a e a < d < b. Consequentemente,
a = min B. Ou seja, para todo a € R, existe B € B tal que min B = a. Isso
implica que todos esses conjuntos sao distintos e, consequentemente, que B é
nao enumeravel. 0

Exercicio 4.4. Sejam X um conjunto e 7,7 duas topologias em X. Para cada x
em X, considere uma base de vizinhancas B, para x relativa a topologia 7. Se, para
todo x em X, a familia B, também for uma base de vizinhancas de z em relagao a
topologia 7', entao 7 = 7.

Resolugao (Celso). Para mostrar que 7 = 7/, vamos mostrar que 7 C 7/ e que 7/ C 7.
Y

Para mostrar que 7 C 7/, comece fixando A € 7. Como A é aberto, tem-se que A
¢ um elemento do sistema de vizinhancas U, de a em relagao a 7, para todo a € A.
Como B, é uma base de vizinhangas de a para todo a € A (por hipdtese), entao
existe B, € B, tal que a € B, C A para todo a € A. Pelo Lema 3.4, isso implica
que A é aberto em relacao a topologia 7'
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A demonstracao de que 7/ C 7 é completamente analoga. Isso conclui a demons-
tracao de que 7 = 7. O



AULA b

Nesta aula, definiremos duas operagoes sobre subconjuntos de espacos topoldgicos:
o interior e o fecho. Essas operagoes permitem associar a cada subconjunto Y o
maior aberto contido em Y e o menor fechado que contém Y, respectivamente. Além
de serem ferramentas praticas para determinar se um conjunto é aberto ou fechado,
o interior e o fecho estabelecem uma dualidade fundamental entre abertos e fechados
que exploraremos ao longo da aula.

5.1. Interior. Dado um subconjunto ¥ de um espago topolégico X, é natural per-
guntar qual é o maior aberto contido em Y. O interior de Y responde exatamente
a essa pergunta: ele é definido como a reuniao de todos os abertos contidos em Y
e, por ser uma reuniao arbitraria de abertos, é ele préprio aberto.

Definigao 5.1 (de interior). Dados um espaco topolégico X e um subconjunto
Y C X, denote por Ay a subfamilia de P(X) formada pelos subconjuntos abertos de
X contidos em Y, e defina o interior de Y como sendo o subconjunto Y 1= (J 4 4, 4.

O interior depende da topologia do espago ambiente: topologias mais finas tém
mais abertos e, portanto, o interior de um mesmo conjunto pode ser maior. Para
desenvolver intui¢ao, comegaremos com os dois casos extremos (a topologia discreta
e a topologia trivial) onde o cédlculo é imediato.

Exemplo 5.2. Considere um conjunto X munido da topologia discreta, 7 = P(X),
e um subconjunto Y C X. Como todo subconjunto de X ¢é aberto, entao

Ay ={ACX|ACY}.

Por um lado, como A C Y para todo A € Ay, entao Y° = UAGAY ACY. Por
outro lado, como Y € Ay, entao Y C UAeAY A =Y°. Isso mostra que, nesse caso,
Y° =Y para todo subconjunto Y C X.

No extremo oposto, na topologia trivial, os unicos abertos sao () e X, de modo
que o interior de qualquer subconjunto préprio é vazio.

Exemplo 5.3. Considere um conjunto X munido da topologia trivial, 7 = {(), X }.
Se Y # X, entdao Ay = {0}, e portanto Y° = (. Se Y = X, entdo Ay = {0, X} e
portanto X° = U X = X. Observe que Y° C Y para todo subconjunto Y, mas
que, nesse caso, Y = Y° se, e somente se, Y = ou Y = X.

O caso geometricamente mais rico é o da topologia usual em R, onde o interior
corresponde a nocgao familiar de parte aberta de um conjunto.

Exemplo 5.4. Considere a reta real R munida da sua topologia usual. Por definigao,
o interior de um subconjunto Y C R é a uniao de todos os intervalos abertos contidos
em Y. Em particular:

e Se Y = (a,b) é um intervalo aberto, entdao Y° = (a,b) =Y, pois Y ji é aberto.
41
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e Se Y = [a,b), entdo Y° = (a,b), pois (a,b) é o maior aberto contido em [a, b).
De fato, todo intervalo aberto que contém o ponto a, também contém pontos
menores que a, ou seja, pontos que nao pertencem ao conjunto [a, b).

e Analogamente, se Y = [a,b] é um intervalo fechado ou se Y = (a,b] é um
intervalo semi-aberto, entdo Y° = (a,b) também.

e Se Y = {a}, entao Y° = (), pois nenhum intervalo aberto nao vazio esta contido
em {a}.

Os exemplos acima sugerem diversas propriedades que o interior tem. O lema a
seguir formaliza essas propriedades.

Lema 5.5. Seja (X, 7) um espago topoldgico.

(a) Para todo subconjunto Y de X, o interior Y° é o maior (em relacao a inclusao)
subconjunto aberto de X contido em Y. Em particular, Y é aberto se, e somente
se, Y =Y°.

(b) Para todos os subconjuntos Y; C Y5 de X, temos que Y* C Y7,
(c) Para todos os subconjuntos Y7, Ys de X, temos que (Y1 NYy)° =Y NYy.

(d) Para toda familia de subconjuntos {Y;}ic; de X, temos que

(ﬂm)ogﬂY;’-

iel iel
(e) Para todos os subconjuntos Y;, Ys de X, temos que YUYy C (Y; UYs)°.

Demonstragao. (a) Fixe um subconjunto Y de X. Vamos comecar mostrando que
Y° é um subconjunto aberto de X. Para isso, lembre que Y° = UAGAY A, onde
Ay ={A e 71| ACY} (ver Definigdo 5.1). Depois, observe que, como todo
A € Ay ¢ aberto, entdao Y° = J,,, A também é aberto (ver Definigao 1.1).
Isso mostra que Y° é aberto.

Agora vamos mostrar que Y° é o maior aberto contido em Y. Para comegar,
observe que, como A C Y paratodo A € Ay, entao Y° = UAeAy A estd contido
em Y. Além disso, como todo aberto de X contido em Y pertence a Ay, entao
Y? = e, A contém todo aberto de X contido em Y. Isso mostra que Y° é
o maior aberto de X contido em Y.

Em particular, se Y for aberto, entao Y € Ay; o que implica que Y C Y°.
Como nés ja provamos que Y° C Y, isso mostra que, se Y for aberto, entao
Y° =Y. Para mostrar a volta, basta observar que, se Y = Y°, entao o argu-
mento do primeiro paragrafo acima mostra que Y.

(b) Se Y1 C Y;, entao Ay, C Ay,. De fato, se A € Ay,, como A C Y, CYye Aé
aberto, entdo A € Ay,. Consequentemente, Yy" = J ca, A C Ugen,. 4A=Y5.
1 2

(c) Fixe dois subconjuntos Y7, Y, de X. Vamos mostrar que (Y1 NY5)° C Y NYyY,
primeiro. Para isso, comece observando que Y1 NY, C Y e Y1NY, C Y5, Assim,
do item (b), segue que (Y1 NY32)° CYP e (Y1 NY;)° C Y. Dai concluimos que
(YiNYy)° CYPNYy,
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Agora, vamos mostrar que Y°NYy C (Y1NY3)°. Para isso, comece lembrando
que Y7° e Yy sdo abertos (ver item (a)). Como consequéncia, Y°NYy também é
aberto (ver Definigao 1.1). Além disso, como Y C Y] e Y3 C Y3, entdo temos
que Y NYZ é um aberto contido em Y; NY,. Pelo item (a), (Y1 NY3)° é o maior
aberto contido em Y; NYs. Assim, Y N Yy precisa estar contido em (Y7 NY3)°.

(d) Fixe uma familia {Y;};c; de subconjuntos de X. Como [, Y; C Y; para todo
j €1, entio (N, V)" C Y para todo j € I (ver item (b)). Isso implica que

(ﬂ 1@-) c e

iel iel

(e) Fixe dois subconjuntos Y7, Y, de X. Como Y} e Yy sdo abertos (ver item (a)),
entdo YUYy também é aberto (ver Defini¢ao 1.1). Além disso, como Y C Y;
e Yy C Yy, entao YPUYY C Y, UY;. Isso mostra que Y° U Yy é um aberto
contido em Y; UY3. Como (Y; UY5)° é o maior aberto contido em Y7 UY; (ver
item (a)), segue que YUYy C (Y1 UY5)°. O

Os itens (d) e (e) do lema acima s@o inclusoes que, em geral, sdo estritas. Os
exemplos a seguir mostram que cada uma delas pode ser uma inclusao prépria, por
meio de contraexemplos na reta real.

Exemplo 5.6. Vamos construir um exemplo em que ([, Y})O C Nie; Ys°- Para
isso, considere R munida da topologia usual, I = Z-g, e Y;, = (—1/n,1/n) para cada
n € I. Observe que [,z Yo = {0}, e portanto ((,cz_, Yn)® = {0}° = 0. Por
outro lado, como cada Y,, é aberto, temos que Y, =Y, = (—1/n,1/n), e portanto

que ez, Yo = Maez, (=1/n,1/n) = {0},

O préximo exemplo mostra que a inclusao do item (e) também pode ser estrita,
mesmo para unioes de apenas dois conjuntos.

Exemplo 5.7. Vamos construir um exemplo em que Y U Yy C (Y] UY;)°. Para

isso, considere R munido da sua topologia usual, Y; = [—1,0] e Y5 = [0, 1]. Lembre
que Y = (—=1,0) e Y3 = (0,1). Assim, YUYy = (—1,0) U (0,1). Por outro
lado, observe que Y; U Y, = [—1,1] e, consequentemente, que (Y; U Y3)® = (—1,1).

Portanto YUYy = (—1,0) U (0,1) € (—1,1) = (Y1 UY3)°, pois o ponto 0 pertence
a (Y1 UY32)° e ndo pertence a Y" U Yy,

Vamos concluir essa secao com uma proposicao que caracteriza o interior de um
conjunto diretamente em termos de abertos e de abertos béasicos, sem precisar cal-
cular a uniao de toda a familia Ay . Isso a torna especialmente 1til na prética.

Proposicao 5.8. Sejam (X, 7) um espago topolégico,  um elemento de X, Y um
subconjunto de X, e B uma base da topologia 7. As seguintes trés afirmacoes sao
equivalentes:

(a) O elemento x pertence a Y°.

(b) Existe um aberto A € 7 tal que x € A C Y.
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(c) Existe um aberto bésico B € B tal que x € B C Y.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que (a) = (b) = (¢) = (a).

Para mostrar que (a) = (b), suponha que x € Y°. Pela definigdo de Y°, (ver
Defini¢ao 5.1), isso significa que z € A para algum A € Ay. Ou seja, existe um
aberto Ade X talque ACY ex € A.

Para mostrar que (b) = (c¢), suponha que exista um aberto A de X tal que
xr € ACY. Como B é uma base da topologia 7, entao existe B € B tal que
r € B C A (ver Lema 4.12(b)).

Para mostrar que (¢) = (a), suponha que exista um aberto basico B tal que
r € BCY. Como B é um aberto contido em Y, entao B € Ay. Dali, do fato que
x € B da defini¢ao de Y° (Defini¢ao 5.1), segue que z € Y°. d

5.2. Fecho. O fecho é a operacao dual ao interior: enquanto o interior aproxima
Y por baixo com abertos, o fecho aproxima Y por cima com fechados. Dado um
subconjunto Y de um espaco topologico X, o fecho de Y é definido como a intersecao
de todos os fechados que contém Y. Por ser uma intersecao arbitraria de fechados,
o fecho é ele proprio fechado, e é o menor fechado que contém Y. Vamos explorar
esse conceito nessa secao.

Definigao 5.9 (de fecho). Dados um espago topolégico X e um subconjunto Y C X,
denote por Zy a subfamilia de P(X) formada pelos subconjuntos fechados de X que
contém Y, e defina o fecho de Y como sendo o subconjunto ¥ :=(1,.,  Z.

Assim como fizemos para o interior, comecemos calculando exemplos concretos de
fechos nas duas topologias mais extremas.

Exemplo 5.10. Considere um conjunto X munido da topologia discreta, 7 = P(X),
e um subconjunto Y C X. Como todo subconjunto de X ¢é aberto e fechado, entao
Zy ={Z C X | Y C Z}. Assim, por um lado, como Y C Z para todo Z € Zy,
entaio Y CY = ﬂZEZy Z. Por outro lado, como Y € Zy, entdo Y = ﬂZGZY ZCY.

Isso mostra que ¥ =Y.

Na topologia trivial, os inicos fechados sao () e X, de modo que o fecho de qualquer
subconjunto nao vazio é X.

Exemplo 5.11. Considere um conjunto X munido da topologia trivial, 7 = {), X }.
Se Y =0, entdao Zy = {0, X}, e portanto § = § N X = (. Mas, se Y é néo vazio,
entdo Zy = {X}, e portanto Y = X. Observe que Y C Y para todo subconjunto
Y, mas que, nesse caso, Y =Y se, e somente se, Y =@ ou Y = X.

Na topologia usual de R, o fecho de um subconjunto corresponde a nocao familiar
de acrescentar os pontos de acumulagao. Vamos ver isso no proximo exemplo.

Exemplo 5.12. Considere a reta real R munida da sua topologia usual. Lembre que
o fecho de um subconjunto Y C R ¢é a intersecao de todos os fechados que contém
Y. Em particular:
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Se Y = [a,b] é um intervalo fechado, entdo Y = [a,b] = Y, pois Y ji é fechado.

Se Y = (a,b) é um intervalo aberto, entdo Y = [a, b], pois nio existe nenhum
fechado que contenha (a, b) e nao contenha a e b. De fato, se Z for um fechado,
entdo o seu complementar é aberto. Ou seja, para todo x ¢ Z, existe um
intervalo aberto que contém x e que nao intersecta Z. Assim, se Z for um
fechado que nao contém a (ou b), entdo existe um intervalo aberto contendo
a (ou b, respectivamente) que nao intersecta Z. Isso implica que Z nao pode
conter todos os pontos do intervalo (a, b).

Analogamente, se Y = [a,b) ou Y = (a,b], entdo Y = [a, b].
Se Y = {a}, entdao Y = {a}, pois todo ponto é fechado em R.

Assim como o interior, o fecho satisfaz diversas propriedades em relacao a inclusao,
uniao e intersecao de subconjuntos. O lema a seguir torna essas propriedades preci-

Sas.

Lema 5.13. Seja X um espago topoldgico.

(a)

(b)
()
()

(e)

Para todo subconjunto Y de X, o fecho Y é o menor (em relacdo a inclusio)
subconjunto fechado de X que contém Y. Em particular, Y é fechado se, e
somente se, Y =Y.

Para todos os subconjuntos Y; C Y, de X, temos que Y, C Ys.
Para todos os subconjuntos Y;, Y, de X, temos que Y; UY, = Y; U Ys.
Para toda familia de subconjuntos {Y;}.er de X, temos que
UvicUv.
icl iel

Para todos os subconjuntos Y;, Y, de X, temos que Y; NY; C Y, N Y.

Demonstracao. (a) Fixe um subconjunto Y de X. Vamos comecar mostrando que

Y é um conjunto fechado. Para isso, lembre que Y = ﬂZeZY Z. Como todo
7 € Zy é fechado, a Proposicao 2.2 garante que Y também é fechado.

Agora, vamos mostrar que Y é o menor fechado que contém Y. Para isso,
comece observando que Y C Z para todo Z € Zy. Dali, segue que Y esta
contido em [, Z = Y. Além disso, como Zy consiste de todos os fechados
de X que contém Y, entdo Y C Z para todo Z € Zy. Isso mostra que Y é o
menor fechado que contém Y.

Em particular, se Y for fechado, ele serd o menor fechado que contém Y'; ou
seja, Y =Y. Reciprocamente, se Y =Y, entdo Y serd fechado, pelo argumento
mostrado no primeiro paragrafo acima.

Se Y; C Ys, entao 2y, C Zy,. De fato, se Z for um subconjunto fechado de
X tal que Y5 C Z, entao Y] C Y, C Z, ou seja, Z é um fechado que também
contém Y. Assim, Y; = ﬂZeZY 7 C ﬂZeZY 7 =Y,

1 2
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(c) Sejam Y7, Ys dois subconjuntos de X. Vamos mostrar que Y; UY; C Y, UYs,
primeiro. Para isso, lembre que Y] e Y3 sdo fechados (ver item (a)). Dai e da
Proposicao 2.2, segue que Y; UY, também é fechado. Além disso, como Y; C Y]
e Yy C Y,, obtemos que Y; UY, C Y, UY,. Ou seja, Y; UY; é um fechado que
contém Y; U Y5, Como Y; UY5 é o menor fechado que contém Y; U Y5, segue
que YUY, CY;UYa.

Agora, vamos mostrar que Y; UY, C Y; UY,. Para isso, comece observando
que Y] CY1UY; e Y, CY;UY,. Dai e doitem (b), segue que Y] C Y, UY; e
Y, C Y; UY,. Consequentemente, temos que Y; UY; C Y, U Y.

(d) Seja {Y;}ier uma familia de subconjuntos de X. Observe que Y; C |J,.;Yi
para todo ¢ € I. Dai e do item (b), segue que Y C U,e; Yi para todo @ € 1.
Y.cU

Consequentemente, obtemos que (J;

el ZEI

(e) Sejam Yj,Ys dois subconjuntos de X. Vamos mostrar que Y, NY, é um sub-
conjunto fechado que contém Y; NY,. Para comecar, lembre que Y; e Y5 sio
fechados (ver item (a)). Dai e da Proposicdao 2.2, segue que Y; N Y, também
é fechado. Além disso, como YiNY, CY; C Y, eYiNY, C Y, C Yo, entdo
YiNY, C YiNYs: ou seja, YiNY, é um subconjunto fechado que contém Y; NY5.
Como Y; NY; é o menor fechado que contém Y; NYs (ver item (a)), segue que
YiNY, CYiNYa O

Os itens (d) e (e) do lema sdo inclusdes que podem ser estritas. Os exemplos a
seguir exibem contraexemplos para cada uma delas.

Exemplo 5.14. Vamos construir um exemplo em que | Y;. Para isso,

i€l Y C U%EI
considere X = R munido da topologia usual. Seja [ = Z~q e, para cada n € I, seja

Y, =R\ [-1/n,1/n]. Observe que
U Ya=R\ () [-1/n.1/n] =R\ {0},

n€Zxo n€Zxo

Y, =R\ {0} = R. Por outro lado, Y,, = R\ (—1/n, 1/n) para cada

e portanto | J
n, e assim

nel

U ¥o=R\ () (~1/n.1/n) =R\ {0}.

nGZ>0 n€Z>0

Portanto |J;.,;Y; = R\ {0} SR =, Vi

ze]

Exemplo 5.15. Vamos construir agora um exemplo em que Y; NY; C Y, N Ya.
Para isso, considere X = R munido da topologia usual, Y7 = (—00,0) e Y5 = (0, 00).
Como Y; NY; = 0 é fechado, temos que Y; NY, = (). Por outro lado, observe que
Y] = (—00,0] e Y5 = [0,00), e consequentemente, que Y; NY; = {0}. Portanto,

ViNYoa=0C {0} =Y NnYs.
A proposicao a seguir caracteriza os pontos do fecho de Y em termos de sua

relacao com os abertos de X: um ponto pertence a Y se, e somente se, todo aberto
que o contém intersecta Y. Essa caracterizacao é andloga a da Proposicao 5.8 para
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o interior e também admite uma formulacao equivalente em termos de elementos de
uma base.

Proposicao 5.16. Sejam (X, 7) um espago topolégico, z um elemento de X, Y um
subconjunto de X, e B uma base da topologia 7. As seguintes trés afirmacoes sao
equivalentes:

(a) O elemento x pertence a Y.
(b) Para todo aberto A C X contendo z, temos que ANY # .
(¢) Para todo B € B contendo z, temos que BNY # ().

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que (a) = (b) = (¢) = (a).

Para mostrar que (a) = (b), fixe um elemento z € Y. Como Y = zez, £, entao
x pertence a todo subconjunto fechado que contém Y. Agora suponha que A seja
um aberto contendo x. Observe que: como A é aberto, entao X \ A é fechado; e
como x € A, entao ¢ X \ A. Isso significa que X \ A é um fechado que ndo contém
x. Portanto, X \ A ndo pode conter Y’; ou seja, Y nao pode estar contido em X \ A.

Logo, ANY # (.

A implicagao (b) = (c) segue direto da hipétese e do fato de que todo B C 7 (ver
Defini¢ao 2.5). De fato, se B € B, entao B é um aberto. Além disso, como z € B,
entao segue da hipdtese que BNY # ().

Para mostrar a implicagao (¢) = (a), suponha que, para todo B € B que contém
z, temos que BNY # (. Queremos mostrar que z € Y. Pela definicdo de fecho,
isso é equivalente a mostrar que x € Z para todo Z € Zy. Assim, vamos fixar um
fechado Z € Zy, ou seja, um fechado de X tal que Y C Z, e mostrar que = € Z.
Como Z é fechado, entao, pelo Lema 4.12(c), para todo 2’ € X'\ Z, existe B € B tal
que BNZ = (. Como Y C Z, isso implica que BNY = () também. Por hipdtese,
para todo B € B que contém z, temos que BNY # (). Logo x nao pode pertencer a
X\ Z, ou seja, x tem que pertencer a Z. Isso mostra que x € Z para todo Z € Zy,
e consequentemente, que x € Y. 0]

Assim como abertos e fechados estao relacionados entre si, as operagoes de interior
e fecho nao sao independentes: cada uma determina a outra por complemento. A
proposicao a seguir torna essa dualidade precisa.

Proposicao 5.17. Seja X um espaco topoldgico. Para todo subconjunto Y de X,
temos que:

(a) X\Y =(X\Y).

(b) X\Y°=X\Y.

Demonstragio. (a) Para mostrar a igualdade X \'Y = (X \ Y)°, vamos mostrar
que X\ Y C(X\Y)eque (X\Y)CX\Y.

Para mostrar a inclusdo X \ Y C (X \ Y)°, vamos comecar mostrando que

o conjunto X \ 'Y é um aberto contido em X \ Y. De fato, como Y é fechado
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(ver Lema 5.13(a)), entdo X \ 'Y é aberto. Além disso, como Y C Y, entdo
X\Y C X\Y. Isso mostra que X \ Y é um aberto contido em X \ Y. Dai e da
defini¢ao de interior (Definigao 5.1), vemos que X \ Y C UAEAX\Y A= (X\Y)°.

Para mostrar inclusio (X \ Y)° € X \ Y, vamos comegar mostrando que
X\ (X\Y)° éum fechado que contém Y. De fato, como (X \ Y)° é aberto (ver
Lema 5.5(a)), entao X \ (X'\Y)° é fechado. Além disso, como (X\Y)° C XY,
entao Y = X\ (X \Y) C X\ (X \Y)° Isso mostra que X \ (X \Y)° é um
fechado que contém Y. Dai e da definigao de fecho (Defini¢ao 5.9), obtemos que
Y = Nzez, Z € X\ (X\Y)°. Como consequéncia, temos que (X\Y)° C X\Y.

(b) Aplicando a parte (a) com Y substituido por X \ Y, obtemos que

X\ X\Y=X\X\Y)) =YY"
Dal, concluimos que X \Y° =X\ (X \ X \Y)=X\Y. O

Para concluir essa aula, vamos enunciar alguns exercicios que exploram as opera-

¢oes de interior e fecho em espacos topolégicos concretos. Os primeiros dois exercicios
tém uma natureza mais computacional, o terceiro introduz a nocao de fronteira de
um conjunto, e o quarto explora como as operacoes de interior e fecho interagem
entre elas.

Exercicio 5.1. Descreva o fecho e o interior de todos os subconjuntos de X = {z,y}
munido da topologia de Sierpinski.

Resolugao (Daniel). Primeiro, lembre que a topologia de Sierpinski em X = {z,y} é
7 ={0,{z}, X}. Assim, os subconjuntos fechados de X em relacao a essa topologia
sao F = {0,{y}, X}. Agora vamos calcular o interior e o fecho de cada um dos
subconjuntos de X:

e No caso do subconjunto §): o tinico subconjunto contido nele é o préprio 0, e
todo subconjunto fechado o contém. Assim,

=0 e D=0N{y}nX=0.

e No caso do subconjunto {z}: os abertos contidos nele sao () e o préprio {z}, e
o tunico fechado que o contém é X. Assim:

{z}=00{z} ={a} e {a}=X
e No caso do subconjunto {y}: o tinico aberto contidos nele ¢ ), e os fechados
que o contém sao o proprio {y} e X. Assim:

{y}o=0 e {yr={nXx={y}

e No caso do subconjunto X: todo subconjunto aberto estda contido em X, e o
unico fechado que o contém é o préprio X. Assim:

X=0u{zjuX=X e X=X O

Exercicio 5.2. Descreva o fecho e o interior de todos os subconjuntos de R munido
da topologia cofinita.
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Resolugao (Israel). Comece lembrando que o fecho de um conjunto é o menor con-
junto fechado que o contém (ver Lema 5.13(a)), e que o interior de um conjunto é o
maior conjunto aberto contido nele (ver Lema 5.5(a)). Depois, lembre que os sub-
conjuntos de R fechados em relagao a topologia cofinita sao os subconjuntos finitos
e o préprio R. Assim, os subconjuntos abertos que formam a topologia cofinita sao
os conjuntos A tais que R\ A é finito ou A = ().

Para calcular o fecho e o interior dos subconjuntos de R, vamos analisar dois casos:

e Subconjuntos finitos. Todo subconjunto finito de R é fechado e, dessa forma,

seu fecho é ele mesmo. Agora, observe que o unico subconjunto aberto e finito
¢ o conjunto @), porque R é infinito e seus fechados préprios sao finitos. Isso
implica que o interior de todo conjunto finito é (.

Subconjuntos infinitos. O tnico fechado que o contém um subconjunto infinito
é R, pois os demais sao todos finitos. Isso implica que o fecho de todo conjunto
infinito é R. Para determinar o interior dos subconjuntos infinitos, nés vamos
precisar analisar dois subcasos.

Se seu complementar for finito, entao o conjunto sera aberto e seu interior
serd ele mesmo. Se seu complementar for infinito, entao seu interior sera vazio.
De fato, suponha que X seja um subconjunto de R tal que X é infinito e R\ X
é infinito. Como X° é um aberto contido em X, entao (R\ X) C (R\ X°). Isso
implica que X° é um aberto cujo complementar ¢é infinito. Logo, X° =0. O

Exercicio 5.3. Dados um espaco topologico X e um subconjunto Y C X, a fronteira
de Y ¢ definida como o subconjunto Y :=Y N X \ Y.

(a) Mostre que Y° N oY = 0.

(b
(c

Mostre que Y = Y° U 9Y.
Mostre que Y é aberto se, e somente se, Y =Y \ Y.

(d) Mostre que 9Y = () se, e somente se, Y é aberto e fechado.

Resolugao (Mateus). (a) Para mostrar que Y° N 3JY = (), comece observando que,

pela definicao de fronteira, temos que
}”ﬂaY:}”ﬂ(VﬂX\Y>gY”ﬂX\Y.
Depois, lembre do Lema 5.17(b) que X \ Y = X \ Y°. Assim,
YNy CY° nX\Y=Y"Nn(X\Y°).
Como Y° N (X \ Y°) =0, concluimos dai que Y° N oY = 0.

(b) Para mostrar a igualdade Y = Y° U dY, vamos mostrar as duas continéncias

YUY CY eY CY°UQY. Primeiramente, como Y° CY CY edY CY,
segue que Y° U QY C Y. Isso mostra a primeira continéncia. Reciprocamente,
sejax €Y. Sex € Y°, entdo x € Y°UQJY. Caso contrério,sex €Y ex ¢ Y°,
entdao x € Y N (X \Y°). Como X \Y° =X (ver Lema 5.17(b)), segue que

\Y
TEYN(X\Y)=YNX\Y =09Y.




50 NOTAS DE AULA DE TOPOLOGIA GERAL

Isso mostra a segunda continéncia e implica que Y = Y° U Y.

(c) Comece lembrando da definicio de fronteira que Y = Y N X \ Y. Depois,
lembre do Lema 5.17(b) que X \ Y = X \ Y°. Assim, em geral, temos que

I =Y NX\Y=YNX\Y°)=Y\Y"

No caso em que Y é aberto, temos que Y° =Y. Assim, nesse caso, 9Y =Y \Y.
Reciprocamente, se Y = Y \ Y, entdo Y = Y°. Caso contrario, se Y \ Y° fosse
ndo vazio, existiria z € Y \ Y°, que pertenceria a Y, pertenceria a Y e nio
pertenceria a Y°. Isso contradiria a hipétese de que Y \ Y = 9Y =Y \ Y°.

(d) Suponha primeiro que dY = (. Pelo item (c), isso significa que ¥ = Y°.
Como sempre vale que Y° C Y C Y, isso implica que Y° =Y e Y =Y. Pelos
Lemas 5.5(a) e 5.13(a), isso significa que Y ¢é aberto e fechado. Reciprocamente,
suponha que Y é aberto e fechado. Pelos Lemas 5.5(a) e 5.13(a), isso significa
que Y =Y°eY =Y. Assim, do item (c), obtemos que Y =Y \Y° =0. O

Exercicio 5.4. Encontre um espaco topoldgico X e um subconjunto ¥ C X tais
queY°CY°CYCY CY.

Resolugao (Roger). Considere a retareal X = R munida da sua topologia usual e seu
subconjunto Y = (1,2)U((3,4) N Q). Observe que Y° = (1, 2) e, consequentemente,
que Y° = [1,2]. Observe também que Y = [1,2] U [3,4] e, consequentemente, que
Y" = (1,2) U(3,4). Assim, temos que

Y°CYCYCY CY. O



AuLA 6

Nesta aula, introduziremos o conceito de funcao continua entre espacos topo-
l6gicos, que generaliza a nogao classica de continuidade de fungoes entre espagos
métricos como a reta real. Em seguida, estudaremos funcgoes abertas, fechadas e
homeomorfismos. Os homeomorfismos desempenham para os espagos topologicos o
mesmo papel que os isomorfismos desempenham na algebra: eles identificam espacgos
que sao, do ponto de vista topolégico, essencialmente os mesmos.

6.1. Fungoes continuas. A continuidade é a nogao fundamental para relacionar
espacos topolégicos mantendo as suas estruturas. A ideia é generalizar a definicao
de continuidade da Anélise. Comegaremos essa se¢ao com a definigao formal de
funcao continua e em seguida verificaremos que ela recupera os exemplos classicos.
Para concluir, mostraremos alguns resultados tteis.

Definigao 6.1 (de funcao continua). Sejam X, Y dois espagos topolégicos e x um
elemento de X. Uma fungao f : X — Y é dita continua em x quando, para todo
subconjunto aberto V' C Y contendo f(z), a imagem inversa f~(V) C X também ¢é
aberto; e f é dita continua (em X') quando f é continua em todo x € X. O conjunto
de fungdes f : X — Y continuas serd denotado por C'(X,Y).

Vamos ver como a definicao abstrata acima se aplica a exemplos concretos. Para
comecar, vamos verificar que fungoes identidade e fungoes constantes sao continuas
em qualquer espago topoldgico.

Exemplo 6.2. Considere um espaco topolégico X. Vamos mostrar que a funcao
identidade idx : X — X, dada por idx(z) = z para todo x € X, é continua. De
fato, para todo aberto V' C X, temos que sua imagem inversa por idy é:

idy'(V)={re X |idxy(x)eV}={recX|recV}=V.
Como V' é aberto por hipdtese, segue que idx é continua.

Exemplo 6.3. Considere dois espacos topoldgicos, X e Y, e um elemento yy € Y.
Vamos mostrar que a fungao constante ¢ : X — Y dada por c¢(x) = y, para todo
x € X, é continua. De fato, dado um aberto V' C Y, temos duas possibilidades:

ey € V:imessecaso, c ' (V)={z e X |clx) eV}={zeX|yecV}=X,
que é aberto em X.

o yo & V:messecaso, c '(V)={zeX|cx)eV}={re X |yecV}=0 que
também é aberto em X.

Isso mostra que ¢~ (V') é aberto em X para todo aberto V de Y. Como consequéncia,
¢ é continua.

No proximo exemplo, vamos mostrar que a composicao de fungoes continuas é
continua. Além de criar uma ferramenta para construir novas funcoes continuas, esse

exemplo, junto com o fato de que funcoes identidade sao continuas e que composicoes
51
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de fungoes sao associativas, diz que os espacos topoldgicos e as fungoes continuas
formam uma categoria.

Exemplo 6.4. Considere trés espacos topoldgicos, X, Y e Z, e duas fungoes conti-
nuas, f: X - Y eg:Y — Z. Vamos mostrar que a fungao composta gof : X — 7
também ¢é continua.

Para justificar essa afirmacgao, precisamos mostrar que, se V' é um aberto em 7,
entao (go f)~1(V) é um aberto em X. Para justificar isso, comece observando que
(go /)~Y(V) = f~'(g7*(V)). Depois, observe que, como g : Y — Z é continua e V
é aberto em Z (por hipétese), entao g~1(V) é aberto em Y. Para concluir, observe
que, como f é continua e g~(V) é aberto em Y, entao f~'(g~(V)) é aberto em X.
Isso mostra que (go f)"1(V) = f~1(g7'(V)) é aberto em X.

Além da caracterizacao por pré-imagens de abertos, a continuidade admite des-
crigoes equivalentes que sao frequentemente mais convenientes de serem usadas: em
termos de vizinhancas, de bases de vizinhangas, e de pré-imagens de fechados. O
lema a seguir retine essas equivaléncias.

Lema 6.5. Sejam X e Y dois espacgos topoldgicos, seja f : X — Y uma fungao,
para cada x € X, seja B, uma base de vizinhancas de x, e para cada y € Y, seja
B, uma base de vizinhancas de y. As seguintes condigoes sao equivalentes:

(
(

a) f é continua.
b) Para todo x € X e V € Uy, y, existe U € U, x tal que f(U) C V.
(c) Para todo x € X e C € By(,, existe B € B, tal que f(B) C C.

)

(d) Para todo subconjunto fechado Z C Y, a imagem inversa f~1(Z) C X também
é fechada.

Demonstragao. Vamos mostrar que (a) = (b) = (¢) = (d) = (a).

(a) = (b): Suponha que f é continua. Fixe x € X e V € Uy(y),y. Pela definicao
de vizinhanga, existe um aberto W C Y tal que f(z) € W C V (ver Defini¢ao 4.1).
Como f é continua (por hipétese) e W é aberto (por construcao), entao f~1(W) é
aberto em X. Para concluir, basta observar que f~*(W) € U, x e que f(f~*(W)) C
W CvV.

(b) = (c): Dado C' € By, como By C Uy, por hipétese existe U € U, tal
que f(U) C C. Como B, é uma base de vizinhancas de a, existe B € B, tal que
B C U, e portanto f(B) C f(U) C C.

(¢) = (d): Seja Z C Y fechado. Para mostrar que f~!(Z) é fechado em X,
basta mostrar que X \ f~1(Z) = f~YY \ Z) é aberto. Fixe x € f~1(Y \ Z), de
modo que f(z) € Y\ Z. Como Z é fechado, Y \ Z é aberto; como By, é base de
vizinhangas, existe C' € By(,) tal que C' C Y \ Z. Por hipétese, existe B € B, tal
que f(ByCC CY\ Z, logo BC f~Y(Y \ Z). Pelo Lema 4.12(b), isso implica que
YY \ Z) é aberto.
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(d) = (a): Se V é aberto em Y, entdao Y \ V é fechado em Y. Por hipétese,
Y\ V) = X\ f7Y(V) é fechado em X. Logo f~'(V) é aberto em X, e f ¢é

continua. O

ra, vamos usar ma anterior para mostrar qu nica unca ntinu
Agora, vamos usar o lema anterior para mostrar que a definicao de fungao continua
para espacos topoldgicos abstratos é compativel com a nocao de continuidade de
espagos métricos.

Exemplo 6.6. Sejam X e Y dois espagos métricos. Lembre que, nesse contexto,
uma funcao f : X — Y é dita continua em um ponto x € X quando, para todo
€ > 0, existe 6 > 0 tal que B(x,d) C f~1(B(f(z),¢€)). Pelo Lema 6.5, essa nogao é
equivalente a definicao de continuidade no sentido da Definicao 6.1.

Vamos concluir essa primeira parte da aula com alguns exercicios que exploram a
continuidade em situacoes concretas. Vamos comecar com um exercicio que carac-
teriza continuidade em termos de fechos e assim recobra a nocao de continuidade do
Célculo.

Exercicio 6.1. Sejam X,Y dois espagos topoldgicos e f : X — Y uma funcao.
Mostre que f é continua se, e somente se, f(S) C f(S5) para todo subconjunto
SCX.

Resolugao (Zyon). (=): Suponha que f : X — Y é continua. Queremos mostrar
que f(S) € f(S) para todo subconjunto S C X. Para isso, fixe um subconjunto
S de X e um elemento x € S. Vamos mostrar que, para todo aberto B de Y que
contém f(z), temos que B N f(S) # (). Pela Proposicao 5.16, isso vai implicar que

fz) € F(5).

Seja B um aberto de Y que contém f(z). Como f ¢ continua, entdo f~(B) é
aberto em X que contém z. Como x € S e f~}(B) é um aberto contendo x, entdo
f~YB)NS # O (ver Proposigao 5.16). Assim, se tomarmos s € f~'(B)N .S, teremos

que f(s) € BN f(S). Isso mostra que BN f(S) # 0 e implica que f(z) € f(S).

(<): Suponha que f(5) C f(S) para todo subconjunto S C X. Queremos
mostrar que f é continua. Para isso, vamos mostrar que, se Z for um subconjunto
fechado de Y, entao f~!(Z) é um subconjunto fechado de X. Pelo Lema 6.5, isso
vai implicar que f é continua.

Seja Z um subconjunto fechado de Y. Denote f~}(Z) =: S. Queremos mostrar
que S é fechado. Para isso, vamos mostrar que S C S. Como S sempre estd contido
em S (ver Definicdo 5.9), isso implicard que S = S. Pelo Lema 5.13(a), isso vai
implicar que S ¢é fechado em X.

Para mostrar que S C S, comece observando que f(S) = f(f~*(Z)) C Z. Dai,
da hipétese de que f(S) C f(S), e da hipétese que Z é fechado, segue que

fS)CFfSCcZ=2

Isso, por sua vez, implica que f~*(f(S)) C f~%(Z) = S. Como S C f~1(f(9)), isso
implica que S C S. Dai, concluimos que S é fechado e, consequentemente, que f é
continua. 0
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Exercicio 6.2. Sejam (X, d) um espago métrico e x um ponto em X. Mostre que
a funcado d(z, —) : X — R dada por d(z, —)(y) := d(z,y) é continua.

Exercicio 6.3. Sejam X um espago topolégico e Y = {0,1} munido da topologia
discreta. Para cada subconjunto S C X, defina a funcao caracteristica yg: X — Y

por
(2) 1, sex €Sl
xT) =
XS 0, sex¢S.

Mostre que xs é continua se, e somente se, S C X é aberto e fechado.

Resolugao (Angie). (=): Suponha que xg é continua. Queremos mostrar que S é
aberto e fechado em X. Ou seja, que S é aberto e X \ S também. Para isso observe
que, como Xg ¢ continua e {1} é aberto em Y, entao

s ={reX|xstr)e{l}}={reX|zes}=89

¢ aberto em X. Analogamente, como yg ¢ continua e {0} é aberto em Y, entao

Xs ({0h) ={z € X | xs(z) e {0}} ={z e X |2 ¢ S} =X\S
também é aberto em X. Isso mostra que S é aberto e fechado em X.

(«<): Suponha que S é aberto e fechado em X. Queremos mostrar que xg é
continua. Ou seja, queremos mostrar que XEI(A) é aberto em X para todo subcon-
junto A aberto em Y. Vamos examinar cada um dos casos:

e Se A=), entdo x5'(0) = 0.
e Se A= {0}, entdo x5'({0}) =
e Se A= {1}, entdo x5'({1}) =

)—{wéXIXS(:U)=10qu($)=0}=X-

Em todos os casos, a pré-imagem de um aberto por xg ¢ aberta. Portanto, yg ¢
continua. 0

X\S

e Se A=Y, entdo x5 (Y

Exercicio 6.4. Seja X um espago topoldgico, considere a reta real R munida da
sua topologia usual, e seja f : X — R uma funcao continua. Mostre que, se existir
um subconjunto Y de X tal que Y = X e f(y) = 0 para todo y € Y, entdo f(z) =
para todo x € X.

6.2. Funcoes abertas, fechadas e homeomorfismos. Uma funcao continua e bi-
jetora entre espacos topoldgicos nao é necessariamente um “isomorfismo” de espagos
topoldgicos: a inversa pode nao ser continua. Para que duas topologias sejam essen-
cialmente a mesma, precisamos de uma bijecao que preserve a estrutura em ambas
as direcoes. Essa nocgao é capturada pela definicao de homeomorfismo. Ao lado dela,
introduziremos as fungoes abertas e fechadas, que preservam a estrutura topoldgica
apenas em uma direcao e que, como veremos, fornecem critérios alternativos para
reconhecer homeomorfismos.
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Definicao 6.7 (de fungao aberta, fechada e homeomorfismo). Dados dois espagos
topoldgicos, X e Y, uma fungao f : X — Y entre eles é dita: aberta, quando,
para todo subconjunto aberto A C X, o subconjunto f(A) é aberto em Y’; fechada,
quando, para todo subconjunto fechado Z C X, o subconjunto f(Z) é fechado em
Y; e um homeomorfismo, quando f é continua, bijetora e sua inversa f~!:Y — X
também é continua. Além disso, quando existe um homeomorfismo A : X — Y,
dizemos que X e Y sao homeomorfos.

Os exemplos a seguir ilustram cada uma dessas situacoes na reta real munida da
sua topologia usual. Comeg¢amos com um homeomorfismo simples.

Exemplo 6.8. Considere R munida da sua topologia usual. A funcdo f: R — R
dada por f(z) = 2z 4+ 1 é um homeomorfismo: f é continua (como toda funcao
1

polinomial), bijetora, e sua inversa, f~'(y) = 5(y — 1), também é continua. Além

disso, f também é aberta e fechada (ver Proposigao 6.13).

O exemplo anterior é um homeomorfismo e, em particular, é simultaneamente
aberta e fechada. Os dois exemplos a seguir mostram que existem fungoes abertas
que nao sao fechadas e fungoes fechadas que nao sao abertas.

Exemplo 6.9. Considere R munida da sua topologia usual. A funcao g : R - R
dada por g(z) = e* é aberta, mas nao é fechada. De fato, g é aberta, porque
g(a,b) = (e, e®) para todo intervalo aberto (a,b) em R. Por outro lado, g nao é
fechada, porque R é fechado em R, mas g(R) = (0, 00) ndo é. Em particular, g ndo
é um homeomorfismo, pois nao é sobrejetora.

Exemplo 6.10. Considere R munida da sua topologia usual. A funcao h: R — R
dada por h(z) = 22 é fechada, mas nao é aberta. De fato, h nao é aberta, porque
o conjunto (—1,1) é aberto em R, mas h(—1,1) = [0,1) ndo é. Além disso, h nao é
um homeomorfismo, pois h nao é nem injetora (h(—1) = h(1) = 1), nem sobrejetora
(h(xz) > 0 para todo x € R).

Para verificar que h realmente é fechada, considere um subconjunto fechado Z C R
e uma sequéncia convergente {y, tnen em h(Z). Queremos mostrar que o limite dessa
sequéncia também pertence a h(Z). Para isso, comece denotando esse limite por
lim,, o ¥ =: y. Depois, observe que, como y,, € h(Z), entao existe x,, € Z tal que
x2 = yy, para cada n € N. Se y > 0, as sequéncias {\/yn} ¢ {—/yn} sdo limitadas,
logo tém subsequéncias convergentes; qualquer valor de acumulacao x satisfaz 2% = y
e, como Z é fechado, z € Z, de modo que y € h(Z). Se y = 0, entdao x, — 0 € Z
(pois 22 — 0 implica x,, — 0), logo 0 € h(Z).

O exemplo a seguir mostra que uma bijecao continua nao precisa ser um homeo-
morfismo, e ilustra como a abertura ou fechamento de uma fungao sao propriedades
distintas da continuidade.

Exemplo 6.11. Considere X = R munida da topologia usual e Y = R munida da
topologia cofinita. A funcao identidade, i : X — Y, dada por i(z) = = para todo
x € R, é continua e bijetora, mas nao é um homeomorfismo. Vamos justificar cada
uma dessas afirmagoes.
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Para ver que 7 é continua, comece observando que
iHA)={reR]i(z) e A} ={r eR|x € A} = A,

para todo subconjunto A de R. Como a topologia cofinita é mais grossa que a
topologia usual, isso implica que, quando A é aberto em relagao a topologia cofinita,
sua imagem inversa é aberta em relacao a topologia usual. Isso mostra que i é
continua.

Como 7 é a funcao identidade, é claro que ela é bijetora. Além disso, sua inversa,
i~':Y — X, também é dada por i !(y) = y para todo y € R. Para ver que i~
nao é continua, basta observar que o intervalo (0, 1) é aberto em relagao a topologia
usual, mas sua imagem inversa por ' (que também ¢é igual a (0,1)) nao é aberto
em relagao a topologia cofinita (porque seu complementar nao é finito).

Para concluir essa série de exemplos, vamos apresentar um caso de dois espagos
que parecem muito diferentes (um intervalo limitado e toda a reta) mas sdo home-
omorfos.

Exemplo 6.12. Considere R munida da topologia usual e o intervalo (—1, 1) munido
da sua topologia usual também. A fungao

x
1— %’
¢ um homeomorfismo. De fato, k é continua, porque é um quociente de funcgoes
continuas, com o denominador nao nulo em (—1,1). Além disso, k é bijetora. Sua
funcao inversa k! : R — (—1,1), é dada explicitamente por

k(y)

k:(—1,1) > R, dadapor k(z)=

2y
1414y
Observe que k! também ¢ continua, pois é composta de operagoes continuas (multi-

plicacao por escalar, adi¢ao, raiz quadrada de 1+4y* > 0) com denominador sempre
positivo. Isso mostra que (—1,1) é homeomorfo a R.

Os exemplos acima motivam um critério pratico para reconhecer homeomorfismos:
é suficiente pedir que a funcao seja continua, bijetora e aberta (ou continua, bijetora
e fechada). A proposigao a seguir torna esse critério preciso.

Proposicao 6.13. Sejam X, Y dois espagos topoldgicos e f: X — Y uma fungao.
As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) f é um homeomorfismo.
(b) f é continua, bijetora e aberta.

(¢) f é continua, bijetora e fechada.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que (a) = (b) = (¢) = (a).

(a) = (b): Suponha que f é um homeomorfismo. Isso significa que f é continua,
bijetora, e que f~! : Y — X é continua. Essa tltima condicao significa que, para
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todo aberto U C X, a imagem inversa, (f~!)"}(U) ¢ aberta em Y. Como f e f~!
sao bijetoras, entao

) ={yeY |y eUt={yeY |ye fU)}= ).
Isso implica que f é aberta.

(b) = (c¢): Suponha que f é continua, bijetora e aberta. Queremos mostrar que
f também é fechada. Para isso, seja Z um subconjunto fechado de X. Como Z é
fechado, entao X \ Z é aberto; e como f é aberta, entao f(X \ Z) é também aberto.
Além disso, como f é bijetora, entao f(X\Z) =Y\ f(Z). Como f(X\ Z) é aberto,
isso implica que f(Z) é fechado.

(¢) = (a): Suponha que f é continua, bijetora e fechada. Queremos mostrar que
f~':Y — X é continua. Pelo Lema 6.5, basta mostrar que a preimagem de todo
fechado de X por f~! é fechada em Y. Para mostrar isso, seja Z um subconjunto
fechado de X. Como f e f~! sao bijetoras, entao (f~1)"1(Z) = f(Z); e como f ¢é
fechada (por hipétese), entao f(Z) é fechado. Isso implica que (f~1)~1(Z) ¢ fechado
e, consequentemente, que f~! é continua. O

A proposicao acima mostra que homeomorfismos sdo como isomorfismos entre
espacos topoldgicos. Isso sugere que ser homeomorfo induz uma relagao de equiva-
léncia entre espagos topoldgicos. O préoximo lema formaliza isso.

Lema 6.14. A relacao =, definida entre espacos topoldgicos por
X2=2Y quando X é homeomorfo a Y,

¢ uma relagao de equivaléncia.

Demonstracao. Precisamos mostrar que = é reflexiva, simétrica e transitiva.

Primeiro, vamos mostrar que = é reflexiva, ou seja, que X = X para todo espaco
topologico X . Para isso, basta lembrar que a funcao identidade idy : X — X é um
homeomorfismo (ver Exemplo 6.2) para todo espago topoldgico X. Logo X = X.

Agora, vamos mostrar que = é simétrica, ou seja, que se X =2 Y entao Y = X.
Para isso, suponha que X =2 Y, ou seja, que exista um homeomorfismo h : X — Y.
Por definicao, isso significa que h ¢ bijetora e sua inversa, h=! : Y — X, é continua.
Agora observe que a inversa de h=1 é (h=1)~! = h. Isso implica que h~! também ¢é
bijetora e sua inversa também é continua, ou seja, que h~! : Y — X é um homeo-
morfismo. Isso significa que Y = X.

Y

Agora, vamos mostrar que = é transitiva, ou seja, que se X = Y e Y = 7,
entao X = Z. Para isso suponha que X = Y e Y = Z, ou seja, que existem
homeomorfismos h; : X — Y e hy : Y — Z. Vamos mostrar que hgoh; : X — Z
também é um homeomorfismo. Para isso, comece lembrando que, como h; e hy sao
continuas, entdo hy o hy é continua (ver Exemplo 6.4). Depois, observe que, como
hy e hy sao bijetoras, entao hy o hy também é bijetora. De fato, sua inversa é dada
explicitamente por (hy o hy)™! = hi' o hy'. Para completar, observe que, como
hi e hy sdo homeomorfismos, entdo k' e hy' sdo continuas e, consequentemente,
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hi'ohy! também é continua (ver Exemplo 6.4). Isso mostra que hpohy : X — Z é
um homeomorfismo, e portanto, que X = Z. 0

Como a relacao de homeomorfismo é uma equivaléncia, podemos pensar nos
espagos topoldgicos como organizados em classes de equivaléncia, as chamadas clas-
ses de homeomorfismo. Dois espacos na mesma classe sao topologicamente indis-
tinguiveis.

Vamos concluir essa aula com um exercicio que garante que todo intervalo aberto

da reta é homeomorfo a R e outro que nos da ferramentas para construir fungoes
continuas a partir de outras fungoes continuas.

Exercicio 6.5. Considere R munida da sua topologia usual. Mostre que quaisquer
dois intervalos abertos de R sao homeomorfos a R.

Resolugao (Celso). Verificaremos que

(a) (0,1) = (a,b) para todo a < b € R,
(b) (a,b) = R para todo a < b € R,

(c) (a,00) =Re

(d) (=00,a) =R.

Dessa forma, como “ser homeomorfo” é uma relagao de equivaléncia (ver Lema 6.14),

concluimos que quaisquer dois intervalos abertos da reta sao homeomorfos entre si
e homeomorfos a prépria reta.

(a) Sejam a < b € R. Para mostrar que (0,1) = (a,b), vamos verificar que a fungao
hy : (0,1) — (a,b) definida por hy(z) = a + (b — a)z é um homeomorfismo.
Temos que h; é continua por ser polinomial. Além disso, temos que hy é bijetora,
porque sua inversa hi' : (a,b) = (0,1) é dada por hi'(y) = ;= (y — a). Por
tiltimo, temos que a inversa h;' é continua por também ser polinomial.

(b) Para mostrar que (a,b) = R, lembre da parte (a) que (a,b) = (0,1) e que
(0,1) = (—1,1). Depois, lembre do Exemplo 6.12 que (—1,1) = R. Pela
transitividade da relagao =, obtemos que (a, b) = R.

(c) Seja a € R. Para mostrar que (a,00) = R, vamos verificar que a funcao
hy : (a,00) = R definida por hy(z) = In(x — a)

¢ um homeomorfismo. Com efeito, temos que hy é continua por ser uma com-
posicao de duas fungoes continuas (uma fungao logaritmica e uma fungao polino-
mial). Além disso, temos que hy é bijetora, porque sua inversa h,' : R — (a, c0)
é dada por hy'(y) = €Y + a. Por tltimo, temos que hy* é uma funcio continua
por ser uma soma de fungoes continuas (uma func¢ao exponencial e uma fungao
constante).

(d) Seja a € R. Para mostrar que (—oo,a) = R, vamos verificar que a fungao
hs : (—00,a) — R definida por hs(x) = In(a — z) é um homeomorfismo. De
fato, temos que hs3 é continua por ser uma composicao de duas fungoes continuas
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(uma fungao logaritmica e uma fungao polinomial). Além disso, temos que hg
é bijetora, porque sua inversa hy ' : R — (—o00,a) é dada por hy'(y) = a — ev.
Por ultimo, temos que hgl ¢ uma funcao continua por ser uma soma de fungoes
continuas (uma fungdo exponencial e uma fungao constante). 0

Exercicio 6.6. Seja X um espaco topoldgico, considere R munido da sua topologia
usual, seja A € R, e sejam f, g : X — R duas fungoes continuas. Mostre que:

(a) A funcao h : X — R, definida por h(z) = \f(x) + g(x) para todo = € R, é
continua.

(b) A fungao k£ : X — R, definida por k(x) = f(x) - g(x) para todo = € R, é
continua.

Resolugao (Daniel). (a) Uma vez que f é continua, entdo, para todo x € X e
V€ Uy, existe U € U, tal que f(U) C V (ver Lema 6.5). Em particular,
se Vi = (f(x) — €, f(x)+€) € Up para algum e > 0, existe Uy € U, tal que
f(Uys) C Vy; ou seja, para todo y € Uy,

F@) — e < f) < F@) +e
Assim, para todo A # 0, temos que
M(z)—€ < Mf(y) < Af(z)+€ paraée =|\e> 0.

Note que, de forma semelhante, dado que g é continua, podemos definir V, =
(g9(z) — 0, g(z) + 0) € Ugy(y), com 6 > 0, para a qual existe U, € U, tal que
g(Uy) C V,. Depois, para todo y € U,,
g(x) = < g(y) < g(z) + 0.
Porém, repare que, se y € Uy N U, € U,, entao
(Af(z) =€) + (g(z) = 6) < Af(y) + 9(z) < (Af(z) +€) + (g(z) +9),
de modo que, para todo ¢’ > 0,
h(z) — ¢ < h(y) < h(z) + 0.

Por fim, sabemos que a familia B = {(h(z) — ¢, h(z)+ ') | &' > 0} é uma base
de vizinhancas de h(x). Assim, para todo x € X e V' € Uy, existe B € B
tal que B C V e h(y) € B para todo y € Us NU,. Ou seja U € U, tal que
f(U) C B CV. Porisso h(z) é continua.

(b) Uma vez que f é continua, entdo, para todo x € X, se definirmos V; = (f(z) —
L, f(x) + 1) € Uy (), entdo existe Uy € U, de tal forma que, para todo y € U,

fl)=1<fly) <flo)+1 = [fly) - fl=)] <1.

Conclui-se entao que

1f(y) = f@) <1=[f@)| = [f@) < IfW] = 1f@] < |fy) - fla)] <1,

de modo que, para todo y € Uy,
|f)l <[f(@)]+1=M>0.
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Uma vez que g também ¢ continua, podemos definir V3 = (g(z) — 557, 9(2) +537)
com € > 0 de modo a que exista Uy € U, tal que, para tudo y € Us,
€ € €
- — < < — = — < —.
o) — 5o < 9l) < 9(0) + 52 = lofy) — ()] < 5o
Da mesma forma que nos dois processos anteriores, podemos definir que, existe

Us € U tal que para tudo y € Us
9wl <lg(@) +1=N>0 e |f(y) - f@)| < 5.
Assim, para todo y € U; NU; N Uz € U, temos que
1fW)g(y) = f(@)g(x)| = [f()g(y) — Fy)g(x) + f(y)g(z) — f(x)g(x)|
= 1f(W)(g(y) — 9(x)) + g(x)(f(y) — f(x))|

< |fWllg(y) — g(x)| + [g(x)|[f(y) — f(2)]

€ €

Desta forma, deduz-se que

f(@)g(z) —e < fy)g(y) < f(2)g(x) + € = k(x) — e <k(y) <k(z) +e
Por fim, sabemos que a familia B’ = {(k(x) — &', k(z) + ¢')[0' > 0} é uma base
de vizinhancas de k(x). Assim, para todo x € X e V' € Uy, existe B € B’ tal
que BCV e k(y) € Bparatodoye U € U,. Ouseja f(U)C BCV. d
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Nesta aula, estudaremos a construgao de novos espacos topoldgicos a partir de
espagos ja conhecidos, por meio da chamada topologia induzida. Depois de introduzir
e exemplificar essa construgao, estudaremos como ela interage com vizinhancas,
bases e, por fim, veremos como funcoes continuas se comportam sob restricao a
subespacos e como funcoes continuas definidas em partes podem ser coladas para
formar uma fungao continua global.

7.1. Subespagos topologicos. Nesta primeira parte da aula, introduziremos o
conceito de subespaco topoldgico. Em seguida, ilustraremos essa construcao com
exemplos nas topologias trivial, discreta e usual de R. Vamos comecar com um
resultado que nos permite definir a chamada topologia induzida.

Lema 7.1. Seja (X, 7) um espago topolégico. Para todo subconjunto ¥ C X, a
familia 7v ;= {Y N A| A € 7} é uma topologia em Y.

Demonstragao. Vamos provar que 7y satisfaz as condigoes (i)—(iii) da Defini¢ao 1.1.

(i) Como ) € 7, entao ) =Y NP € 7y. Como X € 7, entdao Y =Y NX € 7y.

(ii) Seja {B;}ic; uma subfamilia de 7. Por defini¢ao, para cada i € I, existe
A; € T tal que B; =Y N A;. Assim,

UB =Jrn4a)=vn (UAZ) :

i€l iel iel
Como 7 é uma topologia em X, entdo | J,.; A; € 7, e portanto | J,.; B; € 7v.

(iii) Sejam By, ..., B, € 7y. Por definigao, para cada ¢ € {1,...,n}, existe A; € 7
tal que B; =Y N A;. Assim,

Bin---NB,=YNA)N---NYNA,)=YN(A N---NA,).

Como 7 é uma topologia em X, entao A;N---N A, € 7. Dai, concluimos que
Bin---NB, €T1y. O

O lema anterior garante que a familia 7v é sempre uma topologia em Y, o que
justifica a definicao a seguir.

Definigao 7.2 (de subespaco topoldgico). Dado um espago topolégico (X, 7), um
subespaco topoldgico de X ¢ um subconjunto ¥ C X munido da topologia induzida
v ={ANY |AerT}.

Nos trés exemplos a seguir, identificaremos os subespacos topoldgicos em trés
casos simples. Comecaremos pelos casos extremos, a topologia trivial e a topologia
discreta, e passaremos em seguida ao exemplo mais geométrico da reta real com a

sua topologia usual.
61
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Exemplo 7.3. Seja X um conjunto munido da topologia trivial, 7 = {(), X }. Para
todo subconjunto Y C X, a topologia induzida é

TY:{YHQ)JYHX}:{QL Y}7

que é a topologia trivial em Y. Portanto, todo subespaco topolégico de um espaco
topologico munido da topologia trivial também ¢é um espago topolégico munido da
topologia trivial.

De maneira analoga, qualquer subespago de um espago discreto herda a topologia
discreta.

Exemplo 7.4. Seja X um conjunto munido da topologia discreta, 7 = P(X). Para
todo subconjunto Y C X, a topologia induzida é

v ={YNA|AecPX)=2PY),

pois para qualquer B C Y basta tomar A = B € P(X). Portanto, todo subespago
topoldgico munido da topologia discreta também ¢ um espaco topoldgico munido da
topologia discreta.

O proximo exemplo ilustra um caso mais sutil: na reta real com a topologia usual,
a topologia induzida sobre um intervalo pode tornar abertos conjuntos que nao sao
abertos em R.

Exemplo 7.5. Considere X = R munido da sua topologia usual. Se nds conside-
rarmos S = [—1, 1] munido da topologia induzida, o intervalo (—1, 1) é aberto em S,
pois (—1,1) = SN (—1,1). No entanto, o intervalo [—1, 1] = S também é aberto em
S, mesmo sem ser aberto em R, e o intervalo (0, 1] também é aberto em .S, mesmo
sem ser aberto em R.

O exercicio a seguir generaliza o exemplo anterior.

Exercicio 7.1. Seja (X,d) um espago métrico e denote por 7 a topologia em X
induzida pela métrica d.

(a) Dado um subconjunto Y C X, mostre que a topologia induzida 7y coincide
com a topologia induzida pela métrica restrita dy := d|y«y.

(b) Considere X = R munido da topologia usual 7 (induzida pela métrica usual).
Considere também X’ = R munido da topologia discreta 7" (induzida pela
métrica discreta). Mostre que X C X’ e 7 C 7/, mas que (X, 7) ndo é um
subespaco topolégico de (X', 7).

(¢) Mostre que Z munido da topologia discreta é um subespago topoldgico de R
munido da topologia usual.
Resolucao (Israel). (a) Comece lembrando que a topologia usual da reta é definida

como sendo

7 ={U C R | para todo x € U, existe ¢ > 0 tal que By(z,e) CU}.
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Lembre também que a topologia induzida por 7 em Y ¢é definida por
v ={YNU|UEer}.
Depois, lembre que a métrica d restrita a Y é definida por

dy (y1,92) = d(y1,32), para todo y1,y2 €Y,
e que a topologia induzida em Y pela métrica dy é definida por
Ty, = {V C Y | para todo y € V, existe ¢ > 0 tal que By, (y,¢) C V}.

Agora vamos mostrar que 7y = 74,. Para isso, vamos provar duas inclusoes:

o v C 74,: Para mostrar que 7v C 7,4,, vamos verificar que, para todo
A € 1y e todo a € A, existe ¢ > 0 tal que By, (a,e) C A. Assim, fixe
A€ 1y eae A Pela definicao de 7y, existe A € 7 tal que A = Y N A.
Comoa€ A=YNAC Ae A€ 7, entio existe € > 0 tal que By(a,e) C A.
Assim, temos que

By (a,e) ={y €Y | dy(a,y) <&}
={yeY |day) <e}
= By(a,e)NY
CANY
= A.

Logo, para todo A € 7y e todo a € A, existe € > 0 tal que By, (a,e) C A:
ou seja, A é aberto em relagao a topologia 74,. Isso implica que 7v C 74, .

o 75, C 7y: Para mostrar que 75, C 7y, vamos verificar que, para todo
A€ 1y, existe U € 7 tal que A =Y NU. Para isso, fixe A € 74,. Por
defini¢ao, para cada a € A, existe ¢, > 0 tal que By, (a,g,) € A. Vamos
checar que o conjunto U = |J .4 Bai(a,,) pertenceate A=Y NU.

O fato de A pertencer a 7 segue direto da defini¢cao de 7: para todo a €
U, a bola aberta By(a,e,) estd contida em U. Agora, para verificar que
Y NU = A, observe que

YnU=Yn (U Bd(a,ea))

a€A

= U (Y N By(a,e4))

acA

= U de (CL, 5@)

acA
= A.
Portanto, A = Y NU com U € 7, ou seja, A € 7y. Isso implica que
Tdy Q Ty -
Como 17y C 74, € Tq, C Ty, entao 7y = 74, -
(b) Como X = X’ =R, entdo X C X'. Além disso, 7 C P(X) = 7’. Agora vamos
mostrar que (X, 7) nao é um subespago topoldgico de (X', 7).
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Para que (X, 7) fosse um subespago topoldgico de (X', 7'), precisariamos que:
r={XNA|Aer'}
Como 7" = P(X), isso implicaria que

T={XNA|Ae7}
={XNA|AePX)}
={A|AePX)}
= P(X);

ou seja, T deveria ser a topologia discreta. Como a topologia usual nao é igual a

topologia discreta em R, concluimos que (X, 7) ndo é um subespago topoldgico
de (X', 7).

(c) Considere a reta real R munida da sua topologia usual, 7. A topologia induzida
no subconjunto Z de R ¢

m={ZNA|AerT}

Vamos verificar que todo conjunto formado por um ponto, {n}, n € Z, pertence
a 77. Para isso, fixe um ponto n € Z. Depois, observe que, se 0 < £ < 1, entao

ZN(n—¢e,n+e)={n}.

Como (n — e, n+¢€) € 7, isso implica que {n} € 7. Como todos os conjuntos
de 1 elemento pertencem a 7z, entao todo subconjunto de Z também pertence
a 77 (porque todo subconjunto é unido de subconjuntos com 1 elemento). Isso
implica que 177, = P(Z), ou seja, que a topologia induzida em Z é a topologia
discreta. 0

Depois de apresentar exemplos que ilustram a definicao de subespago topologico
em situagoes concretas vamos estabelecer propriedades formais fundamentais da
topologia induzida: como os abertos e fechados de um subespaco se relacionam com
os do espago, e como o fecho em um subespaco se relaciona com o seu fecho no
espaco.

Proposicao 7.6. Sejam (X, 7) um espago topolégico e (S,7s) um subespago to-
poldgico de X

(a) Se A é um subconjunto aberto de (5, 7s) e S é um subconjunto aberto de (X, 7),
entao A é um subconjunto aberto de X.

(b) Um subconjunto Z C S ¢ fechado em (S, 75) se, e somente se, existe um sub-
conjunto fechado Z C X tal que Z =S5nN Z.

(¢) Se Z é um subconjunto fechado de (S,75) e S é um subconjunto fechado de
(X, 7), entdo Z é um subconjunto fechado de X.

(d) Dado um subconjunto Y C S, se denotarmos seu fecho em S por Y e seu fecho
em X por VX, entio Yo = SNV,
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Demonstrag¢ao. (a) Como A € Tg, existe B € 7 tal que BNS = A. Como S € 7,
entao A=BNS erT.

(b) (=): Suponha que Z seja fechado em (S,7g). Isso implica que S\ Z € 7s.
Assim, existe A € 7 tal que S \ Z=SnNA. Como o subconjunto A é aberto
em X, entdo o subconjunto Z := X \ A é fechado em X. Além disso,

Z=58\(S\Z)=S5\(SNA)=S\A=SnZ.

(«<): Suponha que Z seja um subconjunto fechado de X e que Z = SN Z.
Entao S\ Z = S\ (SNZ)=SN(X\ Z). Como Z é fechado em X, entdo
X\ Z € 7. Dai e daigualdade S\ Z = SN (X \ Z), segue que S\ Z € 1g. Isso
implica que Z é fechado em S.

(c) Como Z ¢é fechado em S, existe um subconjunto Z fechado em X tal que
Z = SN Z (ver parte (b)). Como S e Z sao fechados em X, entdo Z = SN Z
também ¢é fechado em X.

(d) Suponha que Y é um subconjunto de S. Vamos mostrar que v =85nY".
Para isso, comece denotando por Zy a familia de subconjuntos fechados de X
que contém Y, e por Z§ a familia de subconjuntos fechados de S que contém
Y. Pela parte (b), nés temos que um subconjunto Z que contém Y é fechado
em S se, e somente se, existe um fechado Z de X tal que Z = SN Z. Ou seja,

25 ={Z|Y C Z e Z é fechado em S}
:{SHZ|Y§(SﬂZ)eZéfechadoemX}
:{SﬂZ|Y§ZeZéfechadoemX}
:{SHZ|Z€Z§§}.

Isso implica que v = ﬂZ€Z§ 7 = ﬂzezig(SﬂZ) =5N (ﬂZerﬁ Z) —SnY".
U

A proposicao acima descreve como abertos, fechados e fechos de um subespaco se
relacionam com os do espago ambiente. O exemplo a seguir ilustra os itens (b) e (d)
em R.

Exemplo 7.7. Considere a reta real R munida da sua topologia usual. Se tomarmos
S = (0, 2) munido da sua topologia induzida, o intervalo (0, 1] sera fechado em S, mas
nao sera fechado em R. Além disso, observe que o fecho do subconjunto Y = (0,1)
em S,

V' =SnY" =(0,2)n[0,1] = (0,1],
difere do seu fecho em R, que é [0, 1]. Observe também que S é fechado em S, mas

nao é fechado em R.

Exercicio 7.2. Considere o plano cartesiano R? munido da topologia induzida pela
a ordem lexicogréfica (ver Exercicio 3.4).
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Mostre que, para todo subconjunto S de R? a topologia de subespaco induzida
em S é a topologia discreta.

Utilize o resultado do item anterior para mostrar que a hipdtese “S ser um
subconjunto aberto de X” ¢é estritamente necessaria na Proposi¢ao 7.6(a).

Apoés estudar como abertos, fechados e fechos de um subespago se relacionam
com os do espaco ambiente, nessa segunda parte da aula, passaremos a estudar
como vizinhancas e bases se comportam ao restringir a topologia a um subespago.

Proposicao 7.8. Sejam (X, 7) um espago topoldgico e (S, Ts) um subespago to-
polégico de X.

(a)

(b)

()

Se B é uma base da topologia 7, entao Bg := {SN B | B € B} é uma base
da topologia 7. Em particular, se (X, 7) é segundo enumerével, entao (5, 7s)
também é segundo enumeravel.

Para todo s € S, o sistema de vizinhancas de s em S é dado por
Us,s ={SNU | U € U x}

Se s € S e B, for uma base de vizinhangas de s em X, entdo {SNB | B € B,}
¢ uma base de vizinhangas de s em S. Em particular, se (X, 7) é primeiro
enumeravel, entao (S, 7g) também é primeiro enumeravel.

Demonstrac¢ao. (a) Suponha que B é uma base da topologia 7. Vamos usar a Pro-

posigao 2.11 para mostrar que Bg é uma base da topologia 7g. Para comecar,
observe que, como todo B € B é aberto em X, entdo todo SN B € Bg é aberto
em S. Depois, fixe A € 7¢ e a € A. Queremos mostrar que existe B € Bg tal
que a € B C A.

Para isso, comece lembrando que, como A € 7, entdo existe A € 7 tal que
A = SN A. Depois, observe que, como a € A = SN A, entdo a € A. Em
segulda lembre que, como B é uma base de 7, entdo existe B € B tal que
a € B C A (ver pelo Lema 4.12(b)). Assim, se tomarmos B = SN B € By,
teremos queaeSﬁB:BeB:SﬂB CSNA= A, como queriamos.

Fixe s € S. Para mostrar que Us s = {SNU | U € U, x}, vamos mostrar que
us,S - {SﬂU ‘ U e US,X} € que {SﬂU | U e U&X} - us,s.
Para mostrar que Us s C {SNU | U € Us x}, comece lembrando a defini¢do
de sistema de vizinhangas (Definigao 4.1):
Uss ={Y C S |existe A € 7g tal que s€ AC Y},

Agora, fixe Y € U;s. Vamos mostrar que ¥ = SN U para algum U € U, x.
Para isso, fixe um aberto A € 75 tal que s € A C Y. Pela definicao da
topologia induzida, existe A € 7 tal que A =SNA (ver Definicao 7.2). Assim,
se tomarmos U := Y U A, teremos que s € A C A C Y UA = U. Isso significa
que U € U, x. Além disso, observe que

SNU=SN(YUA) =(SNY)U(SNA)=YUA=Y.
Isso mostra que, para todo Y € U, g, existe U € U, x tal que Y =S NU.
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Para mostrar que {SNU | U € U x} C U;.g, comece relembrando a definigao
de sistema de vizinhangas (Definigao 4.1):

Usx = {U C X | existe A € 7 tal que s € A C U}.

Como s € S (por hipdtese), segue dai que, para todo U € U x, existe A € 7
tal que s € (SN A) C (SNU). Dai e da definigao de topologia induzida, vemos
que: para todo U € Uy x, existe A’ € 75 tal que s € A" C (SNU). Isso significa
que SNU € U, g para todo U € Uy x, ou seja, que {SNU | U € Us x} C Uss.

(c) Fixe s € S e uma base de vizinhangas B; de s em (X, 7). Para mostrar que
{SNB | B € Bs} é uma base de vizinhangas de s em (5, 7s), usaremos a
parte (b). De fato, para toda V € U,g, existe U € U, x tal que V= SNU.
Como B, é base de vizinhangas de s em (X, 7), entao existe B € B tal que
s € B C U. Assim, temos que, para toda V € Uy g, existe B € B, tal que
s € (SNB) C V. Isso mostra que {SN B | B € Bs} é uma base de vizinhangas
de s em S. U

Os itens da proposic¢ao acima tém consequéncias imediatas. O item (a) mostra que
subespacos de espagos segundo enumeraveis sao segundo enumeraveis; em particular,
todo subespago de R™ é segundo enumerdvel. O item (c) garante o mesmo para o
primeiro axioma de enumerabilidade. O exemplo a seguir ilustra o item (b).

Exemplo 7.9. Considere a reta real R munida da sua topologia usual e S = [0, 1]
munido da topologia induzida. Fixe o ponto s = 0 € S. Lembre que uma base de
vizinhangas de 0 em R é dada pelos intervalos abertos (—¢,¢), com ¢ > 0. Assim,
pela Proposigao 7.8(b), uma base de vizinhangas de 0 em S é dada pelos conjuntos
SN (—e,e)=10,¢), com e > 0.

Exercicio 7.3. Considere X = R? munido da topologia usual 7 ¢ X’ = R munido
da topologia cofinita 7’.

(a) Mostre que (X', 7’) ndo é um subespago topolégico de (X, 7).

(b) Mostre que, para toda topologia em R? tal que (X’,7’) ¢ um subespago to-
poldgico, o espaco topoldgico R? ndo serd primeiro enumeravel.

Resolugcao (Roger). (a) Para mostrar que (X', 7’) ndo é um subespago topoldgico
de (X, 1), vamos mostrar que a topologia cofinita em X’ = R nao é igual a
topologia induzida pela topologia usual de X = R2. Para isso, comece identi-
ficando R com o subconjunto Y := {(x,0) € R? | z € R} de R% A topologia
cofinita em Y é aquela cujos abertos sao o conjunto vazio e os conjuntos cujo
complementar em Y é finito.

Agora vamos construir um subconjunto que é aberto em relacao a topologia
induzida, 7v = {ANY | A aberto em R?}, mas nao é aberto em relagio a
topologia cofinita de Y. Para isso, considere a bola A = B((0,0), 1), aberta em
relacao a topologia usual de R?, e observe que

ANY ={(z,0) eR?* | -1 <2 < 1}.
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Como esse subconjunto nao é vazio e nao tem complementar finito em Y, entao
ele nao é aberto em relagao a topologia cofinita de Y. Isso mostra que existe
um conjunto aberto em relacio a topologia induzida pela topologia usual de R?
que nao é aberto em relagao a topologia cofinita. Logo, essas duas topologias
nao podem ser iguais.

Suponha que 7 seja uma topologia em R? tal que a topologia induzida g é
igual & topologia cofinita em R. Pela Proposigao 7.8(c), se (R?, 7) fosse primeiro
enumeravel, entao (R, 7r) também seria primeiro enumerédvel. Como a topologia
cofinita em R ndo é primeiro enumerdvel (ver Exercicio 4.1), entao (R?, 7)
também nao pode ser primeiro enumeravel. [l

Até aqui, estudamos a topologia induzida em termos de abertos, fechados, fechos
e vizinhancas. Na parte final dessa aula, vamos mostrar como fungoes continuas
se comportam em relacao a subespacos. A proposicao a seguir mostra que fungoes
continuas se restringem a fungoes continuas em subespacos, e que funcoes continuas
definidas em partes podem ser coladas para dar origem a uma fungao continua global.

Proposicao 7.10. Sejam X e Y dois espagos topoldgicos e f : X — Y uma fungao.

(a)
(b)
()

Se f: X — Y écontinua e S é um subespaco topoldgico de X, entao a restricao
flg S =Y é continua.

Seja {A;}ier uma familia de abertos de X tal que X = J,.; A;. Se todas as
restrigoes f|, : A; — Y forem continuas, entao f : X — Y também é continua.

Sejam A, A; dois abertos de X tais que X = A; U A;. Se fi : A1 — Y e
fa 1 Aa = Y sao fungoes continuas tais que fi|, 4, = fol 4,q4,, €0td0 a fungao
g: X — Y definida por

oz) = {fl(a:), sexr € Ay,

fo(z), sex € As,

¢ continua.

Demonstragao. (a) Suponha que f : X — Y é uma fungao continua e que S é

um subespaco topologico de X. Queremos mostrar que, para todo subconjunto
aberto V C Y, a imagem inversa f|g' (V) é aberta em S. Para isso, comece
observando que

fls' (V)={s eS| fls(s) €V}
—{se S| fls) eV}
={seX|seSe f(s)eV}
=SNfHV),
para todo subconjunto V' C Y. Em particular, quando V' é aberto em Y, como f
é continua, temos que (V) é aberto em X. Assim, pela defini¢ao da topologia

induzida, temos que, se V for aberto em Y, entao f|§1 (V)y=SnfYv)é
aberto em S (ver Defini¢do 7.2). Isso mostra que f|q é continua.
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(b) Queremos mostrar que f : X — Y é continua, ou seja, que, se V for um
subconjunto aberto de Y, entao f~!(V) é um subconjunto aberto de X. Para
isso, comece observando que

V)= vV)ynX = f1(v)n (U Ai) = Jr ' (v)yn Ay,

iel i€l
para todo subconjunto V' de Y. Depois, lembre que f~1(V)N A; = f\;l (V)
paratodoi € I etodo V CY (ver parte (a)). Em particular, quando V' é aberto
em Y, como as restrigoes f|, sao continuas, temos que f |;‘1 (V) s@o abertos
em A;. Além disso, como cada A; é aberto em X, obtemos que f |:11 (V) é
aberto em X (pela Proposi¢ao 7.6(a)) para todo i € I. Isso mostra que, se V é
aberto em Y, entao f~1(V) é uma unido de abertos de X e, consequentemente,
também é aberto em X.

(c) Para mostrar que g é continua, vamos mostrar que, se A é aberto em Y, entao
g~1(A) é aberto em X (compare com o Lema 6.5). Para isso, comece fixando
um subconjunto aberto A C Y e observando que

g (A) =X ngT(A)
= (AU A) NgH(A)
=(AiNg (A)U(Anyg(4)
= [T (AU [ (A).
Como A é aberto em Y e f; e f, sdo continuas, temos que f; *(A) é aberto em
A e f{l(A) é aberto em A,. Além disso, como A; e Ay sdo abertos em X, segue
daf e da Proposicio 7.6(a) que f; '(A) e f, '(A) sdo abertos em X. Isso implica

que g71(A) = f7H(A) U f,1(A) é aberto em X, e conclui a demonstracio de
que g é continua. O

Observe que o item (c) da proposigao acima requer que Z; e Z, sejam fechados em
X. O exemplo a seguir mostra que essa hipdtese é essencial: se um dos conjuntos
nao for fechado, a fungao definida por partes pode nao ser continua, mesmo que
cada pedaco o seja.

Exemplo 7.11. Considere a reta real R munida da sua topologia usual. Tome
Zy = (—00,0] e Zy = (0,00), defina f; : Z; — R por fi(z) =1e fo: Zy — R por
fo(z) = 2. Embora f; e fy sejam ambas continuas, a fun¢ao g : R — R definida por

1, sex <0,
9(93)2{

2, sex >0,
nao ¢ continua em 0. De fato, o aberto V' = (3,2) contém g(0) = 1, mas sua

imagem inversa, g~ (V) = (—o0, 0], ndo ¢ aberta em R. Note que Z; é fechado, mas
Zs = (0,00) nao é, o que viola a hipétese do item (c).

Exercicio 7.4. Sejam X e Y dois espacos topoldgicos e f: X — Y uma fungao.
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Mostre que, se para todo x € X, existe um aberto U, tal que z € U, e f|U1
continua, entao f é continua.

Dé um exemplo que mostre que o item (b) da Proposigao 7.10 pode falhar se a
cobertura { A, };c; for por fechados em vez de abertos.

Mostre que, se existirem subconjuntos fechados Zi, Z,, ..., Z, de X tais que
X = Z1UZU---UZ, e as restrigoes f|Zk . Z, — Y sao continuas e concordantes
nas intersecoes, entao f é continua.

Resolugao (Zyon). (a) Suponha que, para todo z € X, existe um aberto U, tal que

x € U, e tal que a restrigao f|;; ¢ continua. Considere a familia de abertos
{Us}zex. Como z € U, € X para todo xz € X, entao X = (J,.x Up. Além
disso, como toda restricao f |Uw ¢ continua, segue da Proposicao 7.10(b) que f
é continua.

Considere a funcao f : R — R dada por
1/x, sex #0,
fla) = { /

0, se x = 0.

Note que, para cada n > 0, o conjunto Z, := R\ (—%, %) é fechado. Além

disso, o conjunto Z; := {0} também ¢é fechado e a familia {Z,},>0 ¢ uma
cobertura fechada de R. Além disso, as restrigées f|, :Z, — R sdo continuas
e concordantes. Entretanto, a funcao f nao é continua.

Provaremos essa afirmagao por inducdo em n. O caso n = 1 é ébvio. (O
caso n = 2 é andlogo a Proposigdo 7.10(c)). Suponha que n > 1 e que a
afirmacao seja verdadeira para todo k& € {1,2,...,n — 1}. Vamos verificar
que: se 4y, 4, ..., 2, forem fechados de X tais que X = Z;UZ,U---UZ, e
f: X — Y for uma fungao tal que as restrigoes f| 7, Zr — Y sao continuas e
concordantes nas intersecoes, entao f é continua.

Para isso, defina X7 := Z1 U Z, U---U Z,_1 e Xy := Z,. Pela hipdtese de
inducao, f| x, e f | x, Sa0 continuas e concordantes na interse¢ao. Além disso,
X1 e X5 sao subconjuntos fechados de X tais que X = X; U X5. Assim, pela
Proposigao 7.10(c), temos que a fungao

~J flx, (@), sex e Xy,
fz) = {f|x2 @ ok,

¢ continua. O
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Nesta aula, apresentaremos a topologia das cairas: uma maneira natural de dotar
o produto cartesiano de uma familia de espacos topoldgicos com uma topologia.
Apesar de ser a topologia mais natural que se pode definir no produto cartesiano,
ela carece de uma propriedade importante que o produto de espacos topologicos
deveria satisfazer.

Comecaremos a aula relembrando a construcao do produto cartesiano de conjuntos
e ilustrando-a com exemplos. Em seguida, construiremos a topologia das caixas,
descreveremos como interiores e fechos se comportam nessa topologia e, por fim,
mostraremos, por meio de um exemplo concreto, a importante propriedade que ela
nao satisfaz.

8.1. Produto cartesiano. Nesta subsecao, relembraremos a construgao do produto
cartesiano de conjuntos, ilustraremos essa construcao com exemplos concretos e
mostraremos que o produto cartesiano de conjuntos nao vazios é nao vazio.

Definigao 8.1 (de produto cartesiano). Dada uma familia de conjuntos {X;}icr, 0
produto cartesiano desses conjuntos é definido como o conjunto

[[x = {x: I—|Jx

icl i€l

x(7) € X; para todo i € I} :

Vamos ilustrar a definicao acima com exemplos concretos, comegando pelo caso
mais familiar: o produto cartesiano de dois conjuntos.

Exemplo 8.2. Dados dois conjuntos X e Y, o produto cartesiano pode ser identi-
ficado com o conjunto de pares ordenados

XxY ={(r,y)|lzeXeyeY}
De fato, tomando I = {1,2}, X; = X e X5 =Y na definigao geral, obtemos que

[[Xi={x: {12} > XUY | x(1) e X ex(2) €Y}.

iel
Observe que toda funcao y nesse conjunto é unicamente determinada pelo par
(x(1),x(2)), com x(1) € X e x(2) € Y. Reciprocamente, todo par (z,y) € X xY
induz uma tinica funcao x € [[,.; X, dada explicitamente por x(1) = z e x(2) = y.

O exemplo anterior trata do caso com dois fatores. O préximo generaliza essa
construgao para um indice infinito enumeravel: o produto [], R ¢é precisamente o
conjunto de todas as sequéncias de nimeros reais.

Exemplo 8.3. O conjunto de sequéncias de niimeros reais,
{(zy)nen | ©n € R para todo n € N},

pode ser identificado com o produto cartesiano [],.yR. De fato, tomando I = N

e X, = R para todo n € N na Definicao 8.1, vemos que os elementos de [, .y R,

que sao funcoes x: N — R, se identificam naturalmente com sequéncias de niimeros

reais.
71
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Além de ilustrar alguns casos conhecidos, é 1til observar como o produto cartesi-
ano se comporta com respeito a subconjuntos: o produto cartesiano de subconjuntos
se identifica naturalmente com um subconjunto do produto cartesiano.

Exemplo 8.4. Sejam [ um conjunto nao vazio, {X;}ic; uma familia de conjuntos
e {Y;}ie; uma familia de subconjuntos, com Y; C X; para todo i € I. O produto
cartesiano [[,.; ¥; pode ser identificado com o subconjunto

HYZ:{XEHY

el i€l

GYparatodozel}CHX

el

Sob essa identificagdo, a inclusdo []
inclusao de cada funcao x: I — (J

ierYi = [l,e; Xi ¢ dada simplesmente pela

Y; na cole¢do maior de funcoes x: I = (J,c; X.

iel

Os exemplos acima ilustram como o produto cartesiano funciona em casos concre-
tos. Surge, naturalmente, a questao de saber se o produto de conjuntos nao vazios é
sempre nao vazio. No caso de dois conjuntos finitos, esse fato segue do Exemplo 8.2,
pois | X xY| = | X|-|Y|. Para familias infinitas, contudo, a nao-vacuidade do produto
cartesiano nao é demonstravel a partir dos axiomas usuais da teoria de conjuntos
sem um axioma adicional: o Axioma da Escolha, cujo enunciado é o seguinte.

Axioma da Escolha. Seja {X;};c; uma familia de conjuntos. Se I # 0, X; # ()
para todo i € I, e X; N X; = ) para todos ¢ # j em I, entdo existe uma fungao
e: I = J;e; X tal que €(i) € X; para todo i € 1.

O Axioma da Escolha nao é demonstravel a partir dos demais axiomas da teoria de
conjuntos: ele é independente deles e, portanto, deve ser adotado como um axioma.
E possivel mostrar que o Axioma da Escolha é equivalente ao Principio da Boa
Ordenagao e ao Lema de Zorn. Além disso, ele é equivalente ao resultado a seguir,
que é o principal resultado desta subsecao.

Proposigao 8.5. Seja {X;}ic; uma familia de conjuntos. Se I # () e X; # () para
todo i € I, entao o produto cartesiano [],., X; também ¢ nao vazio.
Demonstragdo. Defina X; == X; x {i} para cada i € I. Como X; # (), entao X; # (.
Além disso, X; N X = () para todo i # j, pois os segundos fatores, {i} e {j} Sa0
distintos. Assim, pelo Axioma da Escolha, existe uma funcao : I — (J,. IX tal
que €(i) € X; para todo i € I. Isso significa que, para cada i € I, existe z; € X, tal
que €(i) = (2;,4). Definindo x: I — J,c; Xi por x(i) = x;, temos x(i) € X; para
todo i € I, e portanto x € [[,.; Xi d

Para concluir esta subsecao, apresentamos um exercicio que relaciona o conjunto
das partes de um conjunto com um produto cartesiano.

Exercicio 8.1. Seja X um conjunto nao vazio. Construa uma bije¢ao explicita
para mostrar que o conjunto de partes P(X) pode ser identificado com o produto
cartesiano [, . {0,1}.
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Resolugao (Angie). Vamos construir uma bijecao ¢ : P(X) — [[,.{0,1}. Para
cada subconjunto A de X, defina ¢(A) como sendo a fungao caracteristica de A:

(2) 1, sex € A,
€Tr) =
. 0, sex¢ A.

Observe que ¢(A) = xa € [[,cx{0,1} para todo subconjunto A de X.

Agora, vamos verificar que ¢ é uma funcao injetora. Para isso, suponha que A e
B sejam dois subconjuntos de X. Se A # B, entao existe z € X tal que: x € A e
r ¢ B,oux ¢ Aex e B. No primeiro caso, xya(z) =1 # 0 = xp(x) e, no segundo
caso, xa(x) =0 # 1 = xp(z). Em ambos os casos, temos que ¢(A)(z) # ¢(B)(x).
Isso mostra que, se A # B, entao p(A) # ¢(B), ou seja, que a fungao ¢ é injetora.

Agora, vamos verificar que ¢ ¢ sobrejetora. Para isso, seja x € [[,.x{0,1}, ou
seja, x : X — {0,1} é uma fungdo. Considere o subconjunto A, := x~'({1}).
Vamos verificar que ¢(A, ) = x. De fato, pela definicao de ¢, temos que

1, sex € A,,

(A ) (z) = xa,(v) = {0 wrd A

Como x : X — {0,1} e x(z) = 1 se, e somente se, z € A,, entao x(z) =1sex € A,
e xX(z) = 0sex ¢ A,. Isso mostra que p(A,) = x e, consequentemente, que ¢ é
sobrejetora. ]

8.2. Topologia das caixas. Nesta subsecao, dotaremos o produto cartesiano de
espagos topoldgicos com uma topologia: a topologia das caizas. A ideia é simples:
os abertos basicos serao produtos de abertos em cada fator. O lema a seguir garante
que essa familia é de fato uma base de topologia no produto cartesiano.

Lema 8.6. Seja {(Xj,7;)}ie; uma familia de espagos topoldgicos. A familia [[,.,; 7
¢ uma base de topologia em [, , X;.

Demonstracao. Vamos verificar as duas condigoes da Definicao 2.5. Como X; € 7;
para todo i € I, entao [[,.; X; € [[,; 7. Logo todo elemento de [[,.; X; pertence
a algum elemento de [[,.; 7;. Isso mostra que [],.; 7; ¢ uma subbase de topologia
em [[;e; Xi.

Para mostrar que Hiel 7; ¢ uma base de topologia em Hie[ X;, sejam By e By dois
abertos bésicos e xy € By N By. Por defini¢ao, existem familias de abertos {A4; ;1 }ier €
{Ai2}ier, tais que: A; 1, Ajp € 7; para todo i € I, By = [[,c; Aip € By = [[;c; Aia.
Defina Bs = BiNBy. Como A;1, A2 € 7, entao A; 1NA; 2 € 7, paratodo i € I. Dai,
segue que B3 € Hz’e[ 7;. Além disso, como xy € By N By, entao x € By C By N Bs.
Isso mostra que [[,.; 7; ¢ uma base de topologia em []..; X. 0

O lema acima garante que o produto de topologias é uma base de topologia no
produto cartesiano, o que justifica a seguinte defini¢ao.

Definigao 8.7 (de topologia das caixas). Dada uma familia de espagos topolégicos
{(Xi, 7)) bier, a topologia das caixas é a topologia em [[,.; X; gerada pela base

Hz‘el Ti

iel
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Vamos ilustrar a construcao da topologia das caixas em dois exemplos concretos.
O primeiro trata do produto finito R x R e mostra que, nesse caso, a topologia das
caixas coincide com a topologia usual.

Exemplo 8.8. Consideremos R? munido da topologia usual e o produto R x R
munido da topologia das caixas relativa as topologias usuais da reta R. Vamos
mostrar que essas duas topologias sao iguais.

Para isso, lembre que uma base da topologia usual de R? consiste em bolas abertas
e que essas bolas podem ser tomadas em relacao a qualquer uma das métricas
equivalentes dy,ds, ...,ds (ver Exemplo 3.7 e Exercicio 3.3). Além disso, lembre
que a base da topologia das caixas em R x R consiste nos produtos U x V', onde U e
V' sao abertos de R. Para ver que as duas bases geram a mesma topologia, observe
que:

e Em relagdo a métrica d.,, as bolas abertas sao da forma (a,b) x (¢,d), com
a < bec<demR. Como esses conjuntos sao produtos de abertos de R,
eles pertencem a base da topologia das caixas e, portanto, sao abertos nessa
topologia. Isso implica que a topologia das caixas em R x R é pelo menos tao
fina quanto a topologia usual de R2.

e Reciprocamente, para todo par de abertos U, V' C R e todo ponto (u,v) € UxXV,
existem g1, &9 > 0 tais que (u —e1,u+¢e1) CU e (v—eq9,v+¢9) C V. Tomando
e = min{ey, e2}, obtemos que

(u,v) E(u—c,u+e)x (v—¢e,v+¢e) CU XYV,

ou seja, a bola aberta de raio € em torno de (u,v) na métrica d, estd contida
em U x V. Portanto, U x V é aberto na topologia usual de R?, e a topologia
usual de R? é pelo menos tao fina quanto a topologia das caixas em R x R.

Das duas inclusoes de topologias mostradas acima, concluimos que essas duas topo-
logias coincidem.

O proximo exemplo examina um produto infinito de espagos discretos e mostra
que a topologia das caixas resulta na topologia discreta no produto.

Exemplo 8.9. Seja {X;}ic; uma familia de espagos topoldgicos, todos munidos
das respectivas topologias discretas. Vamos mostrar que a topologia das caixas em
[Lic; Xi também ¢é a topologia discreta.

Para isso, vamos mostrar que todo conjunto com um elemento em [], ., X; ¢
aberto na topologia das caixas. De fato, observe que {x} = [[,c;{x(7)} para todo
X € [L;e; Xi- Como {x(i)} é aberto em X; para todo i € I (pois todo X; estad munido
com a topologia discreta), o produto [ [,.,{x(7)} é um aberto béasico da topologia das
caixas. Como todo subconjunto Y de ], ; X; pode ser escrito como uma uniao de
conjuntos com um elemento, Y = |J, ;- {x}, segue que todo subconjunto de [];.; X;
é aberto na topologia das caixas. Portanto, a topologia das caixas coincide com a
topologia discreta nesse caso.
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Agora, vamos apresentar algumas propriedades da topologia das caixas. Primeiro,
veremos como interiores e fechos se comportam em relagao a essa topologia.

Proposicao 8.10. Seja {(X;, 7;) }ier uma familia de espagos topoldgicos, considere

o produto cartesiano []

;er Xi munido da topologia das caixas, e para cada i € I,

seja Y; um subconjunto de Xj.

(a)
(b)

(Hiel Y;)o = Hz’e[ Yo
Hiel Y, = Hiel ?Z

Demonstracao.

(a)

Vamos decompor a demonstragao da igualdade (T, YZ-)O = [[;c; Yi° na veri-
ficacao de duas inclusoes.

Para verificar que ([];c; Y:)” € [1,c; Y% seja x € ([1,e; Y:)". Como o interior
de todo conjunto é aberto, existe um aberto basico B = [[,.; A; € [[,¢; 7 tal
que y € B C (Hiel Yi)o. Em particular, A; é um subconjunto aberto de X;
contido em Y;, para todo ¢ € I. Como o interior de Y; é a uniao de todos
os subconjuntos abertos de X; contidos em Y;, segue que A; € Y?. Como
x(i) € A; CY? para todo i, conclulmos que x € [[;e; ¥°

Para verificar que [[,;Y;® C ([1,c;Y:)", comece lembrando que (IT;c; Y)O
¢ a uniao de todos os subconjuntos abertos de [],.; X; contidos em Hle 7
Assim, se mostrarmos que [],.; Y;° é um aberto contido em [, Y;, nds obte—
remos que [[,.; Y C ([L,e; Y:)". Para ver que [, Y é aberto observe que
ele é um produto de abertos de cada X;. Portanto, [],.; Y;° ¢ um aberto bésico
da topologia das caixas. Para ver que [[,., Y C Hze] Y;, observe que Y;° C Y,

para todo ¢ € I. Isso implica que [[,., ¥;* C (Hzg v;)°.

Vamos decompor a demonstracao da igualdade [],., Y; = [[.c; Y; na verificacio
de duas inclusoes.

Para verificar que [[..,Y; Y; é a intersecao de

i1 Yi € [lic; Vs, lembre que HZE[
todos os subconjuntos fechados que contém [[;.; ¥;. Como [],.;Y; é um sub-
té .e1 Yi, obtemos que HZeIY - HZGI
Para verificar que [[..,; Yi € [],<; Y3, vamos checar que, para todo x € HZE]

e todo aberto A de HleIX que contém y, temos que A N ([[;c;X;) # 0.
Para isso, fixe xy € [[,.;Y; e um aberto A de [],.; X; que contém x. Como
[L.c; i ¢ uma base da topologia das caixas em [ ], ., X;, existe um aberto bésico
B = ILic;4 € [, 7 tal que x € B C A. Como x(i) € Y; e x(i) € A,
segue da Proposicao 5.16 que A; N'Y; # () para todo i € I. Isso implica que
BN (ILic;Y:) # 0 e, consequentemente, que AN (I],.;Yi) # 0. Dai e da

Proposicao 5.16, obtemos que x € [[,., ;. Logo, Hiele ClLe Y O

conjunto fechado que contém []

Para concluir esta aula, mostraremos em um exemplo concreto uma propriedade
que a topologia das caixas nao satisfaz. Trata-se da propriedade de decomposi¢ao
e colagem de funcgoes continuas: dados espagos topologicos X; e Y, queremos que

uma fungao f:Y — ],

.e1 Xi seja continua se, e somente se, cada componente
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(pio f): Y — X, for continua, onde p; denota a projegao no i-ésimo fator do pro-
duto. Como veremos, a topologia das caixas nao satisfaz essa propriedade quando o
indice ¢ infinito. Esse sera exatamente o ponto de partida da préoxima aula, em que
construiremos uma topologia que satisfaz essa propriedade.

Exemplo 8.11. Considere o conjunto de sequéncias de ntiimeros reais, identificado
com o produto [, .y R (ver Exemplo 8.3), onde cada fator R é munido da topologia
usual e o produto é munido da topologia das caixas. Para todo n € N, a projecao

p: [[R=R, palx) = x(n),

neN
é continua. De fato, para todo aberto A C R, a sua imagem inversa por p, é dada
por: p'(A) = [Tyen Ak, onde Ay = Ase k =n e Ay = R se k # n. Como esse é
um aberto basico da topologia das caixas, vemos que p,, ¢ continua.

Considere agora as fungoes f,: R — R dadas por f,(x) = x para todo n € N
(todas iguais a funcao identidade). Se existisse uma funcao continua f: R — [[,.yR
tal que p, o f = f, para todo n € N, entao f(z) = (z,z,z,...) para todo x € R (a
sequéncia constante igual a x).

No entanto, essa fungao nao é continua em relacao a topologia das caixas. De
fato, considere o aberto bésico B := [], .y (—%, %) A pré-imagem f~1(B) consiste
em todos os z € R tais que = € (—1/n, 1/n) para todo n € N, ou seja,

11
-1
B) = ——,— | ={0}.
=N (-] =0
neN
Como {0} néo é aberto em R, vemos que a fun¢ao f nao ¢é continua.

Portanto, nao existe uma fungao continua f: R — [, .yR (com a topologia das
caixas) tal que p, o f = idg para todo n € N. Essa é precisamente a propriedade
que o espago produto deveria ter e que a topologia das caixas nao satisfaz quando o

conjunto de indices é infinito. Na proxima aula, construiremos uma topologia que
satisfaz essa propriedade.

Para encerrar esta aula, propomos alguns exercicios que complementam e apro-
fundam o conteudo apresentado.

Exercicio 8.2. Considere o plano cartesiano R2. Mostre que a topologia induzida

pela ordem lexicogréfica (ver Exercicio 3.4) é igual ao produto da topologia discreta

com a topologia usual da reta real R.

Resolugao (Celso). Seja 11 a topologia em R? induzida pela ordem lexicogréfica
(&1,(12) = (bl,bg) <— a1 <by oua;=beay < bg,

e seja T» a topologia produto da topologia discreta da reta com a topologia usual da
reta. Vamos mostrar que 7, = 7.

Para isso, vamos comecar fixando bases para essas topologias. Pela demonstracao
do Exercicio 3.4(c), temos que a familia

Bl = {(a, b) | a = (CLl,(IQ) '_< (b17b2) = b € R2},
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onde
(a,b) ={z €eR*|a =<2 =2b}, (8.3)
¢ uma base para 7. Além disso, pelo Lema 9.1, temos que
By :={{z} x (a,b) | x € R e (a, b) é um intervalo aberto em R}
é uma base para 7.

Para mostrar que 7 C 75, vamos mostrar que, para todo B; € B e x € By, existe
By € By tal que x € By C By. Pelo Lema 3.4, isso vai implicar que 73 C 7. De
fato, sejam By = ((a1,as), (b1,b2)) € By e x = (x1,25) € B;. Por definigao, temos
que (ay,az) < (x1,22) < (b1, b2). Agora vamos analisar alguns casos:

e Se a; < 1 < by, podemos tomar By := {1} X (3 — 1, 25 + 1). Observe que
By € By e que, nesse caso, x € By e By C By.

Se a; = x1 < by, entdo ag < 9. Assim, podemos tomar By := {x1} X (az, x2+1).
Observe que By € By e que, nesse caso, © € By e By C By.

Se a; < x1 = by, entdo xy < by. Assim, podemos tomar By := {x1} X (xo—1, by).
Observe que By € By e que, nesse caso, © € By e By C By.

Se a; = x1 = by, entao as < w9 < by. Assim, se tomarmos By 1= {1} X (ag, ba),
obtemos que By € By, que x € By e que By C By.

Isso mostra que, para todo By € By e v € By, existe By € By tal que x € By C By,
e implica que 7, C 7.

Agora, para mostrar que 7, C 71, vamos mostrar que B, C B;. Para isso, observe
que, para todos z,a,b € R, temos que {z} X (a,b) = ((x,a), (z,b)). Portanto, todo
subconjunto em By também pertence a By. Como (By) = 7o, (B1) = 71, segue dai
e do Exercicio 2.4 que 7 C 77. ]

Exercicio 8.3. Seja {(X;, ;) }icr uma familia de espagos topoldgicos e, para cada
i € I, seja B; uma base da topologia 7;. Mostre que []..; B; é uma base da topologia
das caixas em [[. ., X;.

el

Resolugio (Daniel). Para mostrar que [[,.; B; ¢ uma base da topologia das cai-
xas em [ [,.; X;, vamos mostrar que ela é uma subbase de topologia, uma base de
topologia, que a topologia das caixas é igual a topologia gerada por ela.

Vamos comegar mostrando que [],.; B; ¢ uma subbase de topologia em [[,.,; X;.
Ou seja, vamos comegar mostrando que, para todo x € [[,; Xi, existe B € [[..; B:
tal que y € B. Para isso, comece fixando x € [[,.; X;. Para construir B € [[,.; Bs,
comece lembrando que

[Tz {TI#

i€l i€l

B; € B; paratodoiel}.

Assim, x € B = [[,.; Bi € [[,c; Bi se, e somente se, x(i) € B; para todo i € I.
Como B; é uma subbase de topologia em X; por hipdtese, entao existe B; € B; tal
que x(i) € By, para todo i € I. Assim, B = [[,.; B; € [[,c; Bi contém x. Isso
mostra que [[,.; B; é uma subbase de topologia em [, , X;.
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Agora, vamos mostrar que [[,.; B; ¢ uma base de topologia em [],.; X;. Para
mostrar isso, comece fixando By, By € Hie ;Biex € BiN By. Nés vamos construir
Bs € Hiel B, tal que x € By C BN By. Para comecar, como By, By € B;, segue da

definicao de Hie] B; que existem By ;, By; € B, tais que

B, = HBl,i e By= HBz,i-

il iel
Assim, podemos escrever By N By = [[,.;(B1; N Ba;). Desta forma, o fato de x
pertencer a By N By implica que x(i) € By; N By; para todo i € I. Dai e do fato
de B; ser uma base de topologia em X; (por hipdtese), segue que existe Bs; € B,
tal que x(i) € Bs; € By; N By;. Assim, se definirmos By = [[,.; Bs; € [Lic; Bi,
obteremos que x € By C By N Bs. Isso mostra que [],.; B; ¢ uma base de topologia
em Hie[ X;.

Para concluir, vamos mostrar que a topologia gerada por [],.; B; ¢ igual a topo-
logia das caixas. Como [[;.; B; C [[,c; 7, segue do Exercicio 2.4 que a topologia
gerada por [],., B; é mais grossa que a topologia das caixas. Para mostrar que a
topologia gerada por [[,.; B; também é mais fina que a topologia das caixas, vamos
mostrar que, para todo A € [[,.; 7 e todo a € A, existe B € [],.; B; tal que
a € B C A. Pelo Lema 3.4, isso implicard que a topologia gerada por [[,.; B; é
mais fina que a topologia das caixas. Para isso, fixe A € [[,.;7s e @ € A. Pela
definicao de [[,., 7, existem A; € 7; tais que A = [[,.; A;. Além disso, como
a € A, entdo a(i) € A; para todo ¢ € I. Como B; é uma base da topologia 7;,
segue dai que existem B; € B; tais que (i) € B; C A;, para todo ¢ € I. Assim, se
tomarmos B = Hiel B, € HZEI B;, obteremos que w € B C A. Pelo Lema 3.4, isso
implica que a topologia gerada por [],., B; é mais fina que a topologia das caixas
e, consequentemente, que elas sao iguais. 0]

Exercicio 8.4. Seja {X;}ic; uma familia de espagos topoldgicos e considere o pro-
duto cartesiano [],., X; munido da topologia das caixas. Mostre que, para todo
ponto x € [[,c; Xi, a familia [[,.; Uy) x, ¢ uma base de vizinhancas de x.
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Nesta aula, construiremos a topologia produto: a topologia no produto cartesiano
de uma familia de espacos topoldgicos que satisfaz a propriedade universal do pro-
duto. Essa topologia é mais grossa do que a topologia das caixas da aula anterior
e coincide com ela quando o conjunto de indices do produto é finito. Comecaremos
construindo uma base para essa topologia e verificando que ela satisfaz a proprie-
dade universal. Em seguida, apresentaremos exemplos concretos, estudaremos como
interiores e fechos se comportam na topologia produto e encerraremos a aula com
exercicios que aprofundam o conteudo.

9.1. Espacgo produto e topologia produto. Dada uma familia { X };c; de espagos
topolégicos, queremos dotar o produto cartesiano [],.; X; de uma topologia que seja
compativel com as topologias de cada fator. Mais explicitamente, a propriedade que
desejamos que o espaco produto satisfaca é a seguinte:

(i) Para todo i € I, a projecao canonica 7;: [[;,.; X; — X; é continua.

(ii) Para todo espaco topolégico Y e toda familia de fungoes continuas f;: Y — X,
existe uma tnica fungao continua f:Y — [[..; X; tal que m; 0o f = f; para
todo ¢ € I. Ou seja, sempre podemos completar o seguinte diagrama:

f
HzEIX 4’ X

Como veremos na Proposicao 9.5, a topologia produto é exatamente a topologia
mais grossa em | [,.; X; que torna todas as projegoes 7; continuas, e ela satisfaz a
propriedade universal acima. Para defini-la explicitamente, comecaremos constru-
indo uma base para essa topologia.

Lema 9.1. Seja {X;}ie; uma familia de espagos topoldgicos. A familia

Bry = {HAi

el

A; é aberto em X; e A; # X, para apenas finitos indices 7 € [ }

¢ uma base de topologia em [, X;

Demonstrac¢ao. Vamos verificar que By satisfaz as duas condigbes da Definicao 2.5.
Para verificar que By é uma subbase de topologia em II;c; X;, observe que [[..; X;
pertence a By (tomando A; = X; € 7; para todo ¢ € I). Isso mostra que todo

elemento de ], ; X; pertence a algum elemento de By.

Para verificar que By é uma base de topologia em Il;c;.X;, sejam By, By € By e
X € By N By. Vamos mostrar que By N By € By também. Por definicao, existem
familias de abertos {A;1}icr € {Aia}ier, tais que: A;1, 4,0 C X;, A1, Ais # X,

para uma quantidade finita de indices i € I, By = [[,.; Ai1, e Bo = [Lic; Aio-
79
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Como A;1,A;2 € 7;, entao A;1 N A;2 € 7;. Como A;; NA; 2 # X, somente quando
Aiq # X, ou A; 2 # X;, e isso ocorre apenas para uma quantidade finita de indices
i € I, temos que By N By € Byy. Como x € By N By, temos que (i) € A;1 N A;»
para todo i, logo x € B3 := BN By e B3 C By N By. Isso mostra que By é uma
base de topologia em [[.., X;. O

O lema acima garante que By é uma base de topologia no produto cartesiano. A
intuicao por tras dessa base é que seus elementos sao produtos de abertos nos fatores,
com a restricao de que apenas finitos fatores podem diferir do espago todo. Essa
restricao é exatamente o que garantird que a propriedade universal seja satisfeita,
como veremos na Proposi¢ao 9.5.

Definigao 9.2 (de topologia e espaco produto). Dada uma familia {X;},c; de
espacos topoldgicos, a topologia produto é a topologia em []..; X; gerada pela base
B, e 0 espaco topoldgico produto é o conjunto [ [,.; X; munido da topologia produto

(Bm)-

Antes de verificar que o espaco topoldgico produto satisfaz a propriedade uni-
versal enunciada no inicio desta secao, vamos examinar dois exemplos concretos da
topologia produto. O primeiro trata do produto de dois espagos com topologias
simples.

Exemplo 9.3. Considere X; = {a,b} munido da topologia trivial 7 = {0, X;}
e Xy = {0,1} munido da topologia discreta 7 = P(X3). O produto cartesiano é
X7 x Xy = {(a,0), (b,0), (a,1), (b,1)}. Como o conjunto de indices ¢é finito, a base
B consiste em todos os produtos A; x As com Ay € 11 e Ay € 7. Assim, a topologia
produto em X; x X, coincide com a topologia gerada pela base By e é dada por

(Br) = {0, X, x {0}, X1 x {1}, X; x X}

O préximo exemplo mostra que o produto de espacos discretos nao é necessaria-
mente discreto quando munido da topologia produto.

Exemplo 9.4. Seja { X, };c;r uma familia de espagos topolégicos, todos munidos das
respectivas topologias discretas. Suponha que I é infinito e que os conjuntos X;
tém mais de um elemento para todo ¢ € I. Entdo o conjunto {x}, formado por
apenas um ponto x € [[,.; X;, nao é aberto na topologia produto. De fato, como
cada X; tem mais de um elemento, {x (i)} estd propriamente contido em X; para
todo i, e portanto {x} = [[,c;{x(?)} estd propriamente contido em todo elemento
de By, ja que todo B € By satisfaz A; = X, para infinitos indices i. Pela definigao
da topologia gerada (2.2), isso implica que {z} ¢ (By) e, consequentemente, que a
topologia produto de espacos discretos nao é a topologia discreta quando o indice é
infinito.

Agora, vamos verificar que o espago produto de fato satisfaz a propriedade uni-
versal anunciada no inicio desta segao.

Proposicao 9.5. Seja {X;}ie; uma familia de espagos topoldgicos e considere o
produto cartesiano J[,., X; munido da topologia produto (Brr).
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(a) Para todo i € I, a projegao canénica m;: [[,.; X; — Xj, dada explicitamente
por m;(x) = x(i), é continua.

(b) A topologia produto em [],., X; é a topologia mais grossa tal que todas as
projecoes canonicas m;: [[,.; X; — X sdo continuas.

(c) Se Y é um espago topoldgico e {f;: Y — X;}icr é uma familia de fungoes
continuas, entdo a funcao f: Y — [],.; X; dada por f(y)(¢) = fi(y) é continua.

(d) Dados um espaco topoldgico ¥ e uma fungao f:Y — [[..; Xi: a fungao f ¢é

continua se, e somente se, m; o f: Y — X, é continua para todo 7 € I.

Demonstragdo. (a) Para mostrar que todas as projecoes, m;: [[,.; X; — X, sdo

continuas, comece fixando i € I. Queremos mostrar que 7; '(A) é aberto em

a projecao canonica m;: [[..; X; — X; para todo aberto A de X;. Para isso,

observe que 7; '(A) = [[;c; 4j, onde A; = Ase j =ie A; = X; para todo

j # 1. Como A é aberto e apenas um fator (o fator ¢) difere de X;, segue que

7'(A) € By. Portanto, m; '(A) é aberto em [],; X;. Isso mostra que m; é
continua.

(b) Para mostrar que a topologia produto é a mais grossa tal que todas as projegoes
canonicas sao continuas, suponha que 7 é uma topologia em [[,., X; tal que
todas as projegoes canonicas m;: [[..; Xi; — X sao continuas. Vamos mostrar
que (By) C 7, ou seja, que a topologia produto é mais grossa que 7. Para
isso, verificaremos que By C 7 e usaremos o Exercicio 2.4 para concluir que
<'BH> Q T.

Para verificar que By C 7, comece fixando B € Byp. Por definicao, exis-
tem abertos A; C X, tais que A; # X, apenas para ¢ num subconjunto finito
{iv,i0,.. . in} €T e B=1]],.; Ai. Observe que

B=m (AN, (Ay) NN (A,

Como m;, é continua em relacao a 7 e A;, é aberto em X;, para cada k, cada
T, '(4;,) pertence a 7. Como 7 é fechada por intersecdes finitas, conclui-se que
B € 7. Logo By C 7 e, pelo Exercicio 2.4, obtemos que (Bp) C 7.

(c) Suponha que f;: Y — X; é uma funcao continua para cada i € I. Para mostrar
que a funcao f:Y — [[,c; X; definida por f(y)(i) = fi(y) ¢ continua, vamos
verificar que f~1(B) é aberto em Y para todo B € By. Daf e do Lema 6.5,
seguird que f é continua.

Para verificar que f~1(B) é aberto em Y para todo B € By, comece fixando
B € By. Por definicao, existem abertos A; C X; tais que A; # X, apenas para
i num subconjunto finito {4,4s,...,i,} de I e B =[], ; A;. Pela definicao de
f, temos que

fH(B)={yeY | f(y)i) € A; paratodoic I}
={yeY| fi(y) € A; para todoi € I}

= ﬂfz‘_l(Ai)~

el
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Como f;1(4;) = f71(X;) =Y quando A; = X;, a intersecao acima se reduz a

(2
uma intersecao finita:

ﬂ fifl(Ai) - fz‘zl(Am) n fij(Aiz) AREEA fz;l(AZn)

iel
Como A;, ¢é aberto em X;, e f; ¢ continua, cada f;l(A,k) ¢ aberto em Y.
Logo a intersegao finita acima é aberta em Y. Isso mostra que f~1(B) é aberto
em Y. Como By é uma base da topologia produto, segue dai e do Lema 6.5,
que f7'(A) ¢ aberto em Y para todo A aberto em [],.; X;, ou seja, que f ¢
continua.

Primeiro, suponha que f é continua. Como as projegoes m; sao continuas para
todo i € I (pelo item (a)) e a composigao de fungdes continuas é continua
(ver Exemplo 6.4), segue que m; o f é continua para todo i € I. Isso prova a
implicacao “somente se”. Para a implicagao “se”, suponha que f; := m; o f é
continua para todo i € I. Pelo item (c), a fun¢ao f é continua. U

A proposicao acima estabelece que a topologia produto é a topologia mais grossa
que torna todas as projegoes continuas e que ela satisfaz a propriedade universal
anunciada no inicio da aula. A proposicao a seguir compara a topologia produto
com a topologia das caixas e descreve como interiores e fechos se comportam em
relacao a cada uma delas.

Proposicao 9.6. Sejam {(X;, 7;)}ic; uma familia de espagos topolégicos e, para
cada 7 € I, seja Y; um subconjunto de Xj.

(a) Se I for um conjunto finito, entdo a topologia das caixas coincide com a topo-

logia produto.

(b) Se [[;c; Xi estiver munido da topologia produto, entao

H v - [Lic; Y:°, seY; # X, apenas para finitos indices i € I,
' 0, caso contrario.

iel

(c) Se [];c; Xi estiver munido da topologia produto, entao

[I-1I%

i€l el

Demonstragdo. (a) Como By C [[,.; 7 por definicdo, segue do Exercicio 2.4 que

(Bn) € ([;c; 7). Para mostrar a inclusao contraria, vamos verificar que, se
I é um conjunto finito, entao [[,., v € Bn. De fato, dado B = [[,.; A; com
A; € 1;, como [ é finito, A; # X, apenas para uma quantidade finita de indices
e, portanto, B € By. Isso mostra que [[, ;77 € Bp. Dai e do Exercicio 2.4,

segue que ([[;,c; 7) € (Bm).

(b) No caso em que Y; # X; para apenas finitos indices i, a demonstragao de que

(ITic; Y:)" =Il;c; Yy é completamente andloga a da Proposicio 8.10(a).
No caso em que Y; # X, para infinitos indices ¢ € I, mostraremos que
nao existe nenhum aberto nao vazio de [],.; X; contido em [],., Y;. De fato,
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suponha que A é um aberto nao vazio de [[,.; X e que a € A. Como By é uma
base da topologia produto, existe B = [],.; 4; € By com a € B C A, onde
A; = X; para todos os indices 7 exceto um subconjunto finito. Como Y; # X,
para infinitos indices ¢ e A; = X, para quase todos os 7, existem infinitos indices
i para os quais 4; = X; € Y;. Logo B € [, Y: e, portanto, A Z [, Y.
Assim, ([[,.; Y:)" = 0.

(c) A demonstragao dessa parte é completamente andloga a demonstracao da Pro-
posicao 8.10(b). O

1€l

Para encerrar esta aula, apresentamos alguns exercicios que complementam e
aprofundam o contetido apresentado.

Exercicio 9.1. Seja {(X;, 7;) }ie;r uma familia de espagos topoldgicos e, para cada
i € I, seja B; uma base da topologia 7;. Mostre que, se X; € B; para todo i € I,
entao a familia

-

el

B; € B; para todo i € I e B; # X; para finitos indices i € I}

¢ uma base da topologia produto em [[,.; X;.

Resolugio (Mateus). Primeiro mostraremos que B C 7. Dado [],.; B; € B, como
B; € B; e B; é base de 7;, entao B; ¢ aberto em X, para todo ¢ € I. Além disso, por
hipétese, temos que B; # X; para finitos indices ¢ € I. Assim, todo [[,.; B; € B é
um elemento da topologia produto 7; ou seja, B C 7.

il

Agora, vamos mostrar que, para todo A € 7 e todo a € A, existe B € B tal que
a € B C A. Pelo Lema 3.4, isso vai implicar que 7 C (B). Tomemos A € T e
a € A. Como A é aberto, a € A e By é uma base da topologia produto 7, entao
existe V = HZ.E] V; com V; € 7; para todo i € I, V; # X; para uma quantidade finita
de indices i € I, ea € V C A. Como a € V =[], Vi, entdo a(i) € V; para todo
1 € 1. Além disso, como V; € 7; e B; é uma base de 7;, entao existe B; € B; tal
que a(i) € B; C V;, para todo ¢ € I. Ainda mais, como A; # X; apenas para uma
quantidade finita de indices i e X; € B; para todo ¢ € I, podemos tomar B; = X;
para quase todos os indices 7, exceto para aqueles tais que A; # X;. Assim, obtemos
que B:=J[,.;Bi € Bneac BC]J[,. Vi CA DaledoLema 3.4, segue que (B)
¢ mais fina que a topologia produto em [],.; X;. Como nés ja haviamos provado
que a topologia produto é mais fina que (B), concluimos que as duas sao iguais. Ou
seja, B também é uma base para a topologia produto. 0]

Exercicio 9.2. Seja {(X;,7;)}ie; uma familia de espagos topoldgicos e considere
seu produto cartesiano J[,., X; munido da topologia produto. Seja x um ponto em
[L;c; Xi e, para cada i € I, seja B; uma base de vizinhancas de x(i) que contém X;.

(a) Mostre que

-

el

B; € B; para todo i € I e B; # X; para finitos indices i € I} )
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¢ uma base de vizinhangas de x em [[,.; Xi.

(b) Construa um exemplo em que B; = U, x, para todo i € I e que a base
de vizinhangas construida no item (a) esté estritamente contida no sistema de
vizinhancas de y.

Exercicio 9.3. Seja {X;}ic; uma familia de espacos topoldgicos e considere [[,.; X;
munido da topologia produto. Mostre que X; é homeomorfo a um subespaco to-
poldgico de [],.; X;, para todo i € I.

Resolucao (Zyon). Fixe i € I. Para mostrar que X; é um homeomorfo a um subes-
paco de [],.; X;, vamos definir um subespago topoldgico Y; de [],.; X; e uma funcao
f: X; = Y, que seja continua, bijetora e sua inversa seja continua.

Vamos comecar definindo o subespaco topoldgico Y;. Para isso, para cada j € I,
J # 1, fixe um elemento ¢; € X; qualquer. Depois, considere o seguinte subconjunto:

Y, = {erXi

il

xX(j) = ¢ paratodoy’#z’e[}.

Para que Y; seja um subespagco topoldgico de [],.; X;, vamos muni-lo da topologia

induzida, 7y, = {Y;NA| A e 7}

iel

Agora vamos definir a funcao f : X; — Y;:
T, sej=ri,

F@)) = { N

Para completar, vamos mostrar que f é um homeomorfismo.

e Injetividade. Suponha que x,z’ € X; sdo tais que f(z) = f(2'). Pela defini¢ao
de f, isso implica, em particular, que x = f(z)(i) = f(2')(i) = 2’. Isso mostra
que f é injetora.

e Sobrejetividade. Seja x € Y;. Vamos mostrar que f(x(i)) = x. Pela defini¢ao
de Y;, temos que x(i) € X; para todo i € I e x(j) = ¢; para todo j # i. Assim,

FKD) ) = {X@’ oo

x(j), sej#i,
¢é exatamente igual a x. Isso mostra que f é sobrejetora.

e Continuidade. Tome um aberto A € 7y,. Vamos mostrar que
A ={r e X | f(z) € A}

é aberto em X;. Para isso, fixe x € f~'(A). Queremos mostrar que existe um
aberto A; de X; tal que z € A; C f~!(A). Como f(z) € Ae A € 7y, entao
existe A € 7 tal que f(z) € A=Y;NA. Além disso, como f(z) € ;NAC A
e A é aberto em relacao a topologia produto, existe um aberto bésico [[,.; A
dessa topologia tal que f(z) € [[,c; Ai C A. Em particular, temos que 4; é
um aberto da topologia 7; e x = f(x)(i) € A;. Além disso, também temos que
c; = f(z)(j) € A;j para todo j # i. Assim, concluimos que f(a) € [[,c; Ai C A
para todo a € A; ou seja, que A; C f~1(A).
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e Continuidade da inversa. Como f ¢é bijetora, ela admite uma funcao inversa,
f~1:Y;, = X,. Essa funcao é dada explicitamente por:
F7H00 = x(0).
De fato, f(f~1(x)) = f(x(i)) = x para todo x € Y; (ver item Sobrejetividade).
Por outro lado, f~!(f(z)) = f(z)(i) = x para todo z € X;. Isso mostra que
f~! é realmente a inversa de f.

Agora vamos verificar que essa inversa é continua. Para simplificar a notacao,
denote g := f~!. Depois, tome A; um aberto de X; e note que a imagem inversa

g (A é
g (4) ={x €Y |glx) € A}
={x eYi|x(i) € Ai}

—{XGHXZ' XEY}ex(i)EAz}

icl

=Y;N (H A,) , onde A; := X, para todo j # 1.
el

Como Y; estd munido da topologia induzida pela topologia produto de [[,.; X

e [[ic; Ai ¢ um aberto bésico dessa topologia, segue que g~'(4;) é aberto em

Y;. Portanto a funcao inversa g = f~! também é continua. 0

Exercicio 9.4. Seja { X, }icr uma familia de espagos topoldgicos e considere [ |
munido da topologia produto.

16[

(a) Mostre que as projecoes canonicas 7;: [],.; Xi — Xj, dadas por m;(x) = x(7),
sao abertas.

(b) Dé um exemplo de uma familia de espacos topolégicos {X;}ier tal que as
projecoes canonicas m;: [[;.; X; = X; nao sao fechadas.



Aura 10

Nesta aula, mostraremos como construir quocientes de espagos topoldgicos. A
ideia central é a seguinte: dada uma funcao sobrejetora p: X — Y, dotamos Y
da topologia mais fina que torna p continua. Esse procedimento abstrato tem uma
instancia concreta que consiste em tomar Y como sendo o conjunto de classes de
equivaléncia de uma relacao de equivaléncia induzida por p. Essa construgao permite
obter espacos topologicos classicos, como o circulo, o cilindro e o toro, a partir
de subconjuntos simples de R™. Ao longo dessa aula, verificaremos que o espaco
quociente satisfaz uma propriedade universal e estudaremos como funcoes continuas
se comportam sob a passagem ao quociente.

10.1. Topologia quociente. Nesta subsecao, definiremos a topologia quociente e
ilustraremos a definicao com dois exemplos explicitos. Vamos comegar com um
resultado que nos permite definir a topologia quociente.

Lema 10.1. Sejam (X, 7) um espago topoldgico, ¥ um conjunto e p: X — Y uma
fungao. A familia 7, := {A CY | p '(A) € 7} é uma topologia em Y.

Demonstragao. Vamos mostrar que 7, satisfaz as condigoes (i)-(iii) da Definigao 1.1.

(i) Comop (@) =0eTep ' (Y)=X €7, temos que 0,Y € 7,.

(ii) Seja {A;}ier uma subfamilia de 7,. Por defini¢do, p~'(4;) € 7 para cada i € I.
Como 7 é uma topologia em X e

pl (U A@-) _Up Ay e

i€l el

concluimos que | J;.; A; € 7.
(iii) Sejam Ay,..., A, € 7,. Por defini¢ao, p~'(4;) € 7 para cada i € {1,...,n}.

Como 7 é uma topologia em X e
prHAN---NA))=p HA)N---Np A, €,

concluimos que A1 N---NA, € 7. O

O lema acima garante que a familia 7, ¢ sempre uma topologia em Y. Isso
justifica a defini¢ao a seguir. Intuitivamente, 7, é a topologia em Y que recebe de X
exatamente os abertos compativeis via p: um subconjunto de Y é declarado aberto
se, e somente se, sua pré-imagem ¢é aberta em X.

Definigao 10.2 (de topologia quociente). Dados um espago topoldgico (X, 7), um
conjunto Y e uma funcao sobrejetora p: X — Y, a topologia

7, ={ACY |p A e}

em Y é chamada de topologia quociente e a fungao p é chamada de aplicacao quo-

ciente.
86



NOTAS DE AULA DE TOPOLOGIA GERAL 87

A defini¢ao acima é bastante abstrata: dado um conjunto Y qualquer e uma funcao
sobrejetora p: X — Y, a topologia quociente em Y ¢é determinada inteiramente por
p e pela topologia de X. Os dois exemplos a seguir tornam essa construcao mais
concreta. O primeiro examina o caso em que Y é um conjunto finito, permitindo
descrever 7, explicitamente.

Exemplo 10.3. Considere R munido da topologia usual e a funcdo p: R — {a, b, c}
dada por
a, sex <0,

p(z) =<b, sex=0,
c, sex>0.

Vamos descrever a topologia quociente 7, explicitamente. Como 7, ¢ uma topologia
em {a, b, c}, entdo 0 e {a,b, c} pertencem a 7,. Para os demais subconjuntos, calcu-
lamos suas pré-imagens: p~!({a}) = (—o0,0) é aberto em R; p~'({b}) = {0} nao ¢é
aberto em R; p~!({c}) = (0, 00) é aberto em R. Logo {a},{c},{a,c} € 7,. Por outro
lado, p~'({a,b}) = (—00,0] e p~1({b,c}) = [0, 00) ndo sao abertos em R, de modo
que {a, b}, {b,c} ¢ 7,. Verificando todos os subconjuntos restantes, concluimos que

™ = {0, {a}, {c}, {a, ¢}, {a,b,¢}}.

O exemplo anterior ilustra uma topologia quociente sobre um conjunto finito. No
proximo exemplo vamos ver que a topologia quociente induzida por uma projegao
de R? sobre R coincide com a topologia usual de R.

Exemplo 10.4. Considere R? munido da topologia usual e a projecao p: R? — R
dada por p(z,y) = x. Para qualquer subconjunto A C R, temos p~*(A) = A x R.
Vamos mostrar que A x R é aberto em R? se, e somente se, A é aberto em relacao
a topologia usual de R.

Por um lado, se A é aberto em R, entdo, dado (z,y) € A x R, existe r > 0 tal
que (z —r,x+7r) C A Assim, B((z,y),r) C (x —r,z+7r) x R C A xR, de modo
que A x R é aberto em R2.

Reciprocamente, suponha que A xR é aberto em R?. Para mostrar que A é aberto
em R, fixe z € A. Depois, observe que o ponto (z,0) € A x R. Como A x R é
aberto, existe r > 0 tal que B((z,0),r) C A x R. Em particular, para todo 2’ € R
tal que |2/ — x| < r, temos que (2/,0) € B((z,0),r) C A x R. Isso significa que
(x —r,x+7r) C A, e portanto que A é aberto em R.

Com isso, concluimos que a topologia quociente em R induzida por p coincide
com a topologia usual de R.

Para encerrar esta subsecao, propomos dois exercicios que estabelecem uma ca-
racterizacao das aplicacoes quociente. O primeiro reformula a definicao em termos
de fechados. O segundo relaciona aplicagbes quociente com a existéncia de uma
secao continua.

Exercicio 10.1. Sejam X,Y espacos topoldgicos e p: X — Y uma funcao. Mostre
que p é uma aplicagao quociente se, e somente se:
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(a)
(b)
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p é sobrejetora e A é aberto em Y se, e somente se, p~1(A) é aberto em X;
1

p é sobrejetora e Z é fechado em Y se, e somente se, p~'(Z) é fechado em X.

Resolugao (Celso). (a) Vamos comegar mostrando que, se p : X — Y for uma

aplicagao quociente, entao p é sobrejetora, continua, e que um subconjunto A
de Y é aberto sempre que p~!(A) for aberto em X. De fato, pela Defini¢ao 10.2,
p é sobrejetora. Além disso, 7, = {A C Y | p7'(A) é aberto em X }. Assim, se
A for aberto em relagdo & 7, entao p~'(A) é aberto em X; ou seja, p é continua;
e se p~1(A) for aberto em X, entao A € 7,.

Reciprocamente, vamos mostrar que, se p for sobrejetora, continua, e se um
subconjunto A de Y for aberto sempre que p~1(A) for aberto em X, entdo p é
uma aplicagao quociente. Para isso, nds precisamos mostrar que p é sobrejetora
e que 7, ¢ a topologia em Y. Por hipétese, p é sobrejetora. Além disso, a
hipétese também garante que p é continua, ou seja, que p~'(A) é aberto em
X para todo subconjunto A aberto em Y. Logo, a topologia 7, é mais fina
que a topologia de Y. Para concluir, observe que a topologia em Y também ¢é
mais fina que a topologia 7,, porque um subconjunto A de Y ¢é aberto sempre
que p~'(A) for aberto em X. Assim, pela Definicao 10.2, temos que p é uma
aplicagao quociente.

Vamos comecar mostrando que, se p : X — Y for uma aplicacao quociente,
entao p é sobrejetora, continua, e que um subconjunto Z de Y é fechado sem-
pre que p~'(Z) for fechado em X. Como mostramos no item anterior, p ¢
sobrejetora, continua, e um subconjunto A de Y é aberto sempre que p~'(A)
for aberto em X. Assim, se Z for um subconjunto de Y tal que p~1(Z) é fe-
chado, temos que p~ (Y \ Z) = X \ p~}(Z) é aberto em X. Logo, Y \ Z € 7,
ou seja, o complementar de Z é aberto em Y e, consequentemente, Z ¢é fechado
em Y.

Reciprocamente, vamos mostrar que, se p for sobrejetora, continua, e se um
subconjunto Z de Y for fechado sempre que p~!(Z) for fechado em X, entao p é
uma aplicagao quociente. Para isso, nds precisamos mostrar que p é sobrejetora
e que 7, ¢ a topologia em Y. Por hipétese, p é sobrejetora. Além disso, a
hipétese também garante que p é continua, porque p~'(Z) é fechado em X
para todo subconjunto Z fechado em Y (ver Lema 6.5). Logo, a topologia 7,
é mais fina que a topologia de Y. Para concluir, vamos checar que a topologia
em Y também é mais fina que a topologia 7,. Se A € 7, ou seja, se p~'(A) for
aberto em X, entao X \p~!(A) é fechado em X. Como p~ (Y \ 4) = X \p~*(4)
é fechado em X, por hipétese temos que Y '\ A é fechado em Y. Isso implica que
A é aberto em relacao a topologia de Y. Ou seja, todo aberto em 7, também é
aberto em relagao a topologia de Y. ([l

Exercicio 10.2. Sejam X, Y espacos topoldgicos e p: X — Y uma funcao continua
e sobrejetora.

(a)

Mostre que, se existe uma funcao continua s: Y — X tal que pos = idy, entao
p é uma aplicagao quociente.



(b)
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Dé um exemplo de uma aplicacao quociente p: X — Y tal que nao existe
nenhuma fung¢ao continua s: Y — X com po s =idy.

Resolugao (Daniel). (a) Suponha que exista uma fun¢ao continua s : Y — X tal

que po s = idy. Pelo exercicio anterior, para mostrar que p é uma aplicacao
quociente, basta mostrar que p é sobrejetora, continua e que A é aberto em
Y sempre que p~t(A) for aberto em X. Como p é sobrejetora e continua por
hipétese, basta mostrar que A é aberto em Y sempre que p~!(A) for aberto em
X. Assim, suponha que A seja um subconjunto de Y tal que p~!(A) é aberto
em X. Como s é continua, entao s™*(p~*(A)) é aberto em Y. Como

sTHp T (A) = (pos) H(A) =idy' (A) = A,
concluimos que A é aberto em Y.

Considere o conjunto dos niimeros inteiros, Z, munido da sua topologia cofinita e
considere o conjunto {0, 1} munido da sua topologia trivial. Considere também
a funcao

p:Z —{0,1} dadapor p(z)=
1, se z for impar.

{0, se z for par,

Observe que p é sobrejetora e continua (pois p~*(0) = 0 e p~1({0,1}) = Z).
Observe também que p ¢ uma aplicagao quociente, porque p~'(A) é aberto em
Z somente se A for aberto em {0, 1}.

Agora, suponha que exista uma funcao s : {0,1} — Z tal que po s = id.
Observe que isso implica que

0=id(0) = p(s(0) e 1=id(1) = p(s(1))

Logo, pela definigao de p, temos que s(0) é par e s(1) é impar. Em particular,
o aberto Z \ {s(0)} contém s(1). Logo, s™* (Z\ {s(0)}) = {1} nao é aberto em
{0,1}. Isso mostra que s nao pode ser continua: ou seja, que nao existe uma
fungao continua s : {0,1} — Z tal que po s = id. O

Exercicio 10.3. Sejam X,Y dois espacos topoldgicos e p : X — Y uma fungao
sobrejetiva e continua.

(a)
(b)

()

Mostre que, se p é aberta, entao p é uma aplicacao quociente.

Mostre que, se p é uma aplicagao quociente e p~'(p(A)) é aberto para todo A
aberto em X, entao p é uma funcao aberta.

Encontre um exemplo de uma aplicacao quociente que nao é aberta.

Exercicio 10.4. Sejam X, Y espacos topoldgicos, p: X — Y uma aplicacao quoci-
ente, e S C X um subespago tal que p~!(p(S)) = S.

(a)
(b)

Se S for aberto ou fechado, entdo p|g : S — p(5) é uma aplicagdo quociente.

Se p for uma funcao aberta ou fechada, entdo p|y : S — p(S) é uma aplicacao
quociente.
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10.2. Espacgo quociente. Nesta subsecao, especializaremos a construcao da topo-
logia quociente ao caso em que a fungao sobrejetora p é a projecao de um espaco
topologico X sobre o conjunto de classes de equivaléncia de uma relacao de equi-
valéncia.

Considere um conjunto C' e uma relagao de equivaléncia ~ em C'. Como ~ é uma
relacao de equivaléncia, podemos considerar o conjunto quociente, formado pelas
suas classes de equivaléncia. Explicitamente, para cada elemento ¢ € C', denote por
[c] a sua classe de equivaléncia, [c] := {z € C' | x ~ ¢}, e defina o conjunto quociente
por

C/~:={[c]| ceC}.

Observe que existe uma fungao sobrejetora natural 7: C' — C'/~, dada por 7(c) = ]
para todo ¢ € C'. Além disso, quando C' é um espaco topoldgico, podemos munir
C'/~ da topologia quociente induzida por w. O espago topoldgico assim obtido é
chamado de espaco quociente de C' pela relagao ~.

A proposicao a seguir mostra que qualquer aplicacao quociente p: X — Y induz
uma relagao de equivaléncia natural em X e que o espaco quociente correspondente
¢ homeomorfo a Y munido da topologia quociente.

Proposicao 10.5. Sejam X,Y dois espacos topoldgicos e p: X — Y uma aplicagao
quociente. Defina uma relacao em X por

T~ 2y & prr) = plas).

(a) A relacdo ~ é uma relacdo de equivaléncia em X.

(b) O espago quociente X/~ munido da topologia induzida pela projegao candnica
m: X — X/~ dada por 7w(x) = [z], é homeomorfo a Y.

Demonstragao. (a) Lembre que ~ é uma relagao é de equivaléncia se ela for refle-
xiva, simétrica e transitiva.
e Para verificar que ~ é reflexiva, observe que p(x) = p(x) para todo =z € X.
Isso significa que x ~ x.

e Para verificar que ~ ¢é simétrica, observe que, se x1,zo € X forem tais que
p(z1) = p(x2), entdo p(xe) = p(x1) também. Isso significa que x5 ~ ;.

e Para verificar que ~ é transitiva, observe que, se x1, z9, x5 € X forem tais
que p(z1) = p(xs) e p(xe) = p(x3), entao p(xy) = p(wrs). Isso significa que
Ty ~ I3.
Isso mostra que ~ é uma relacao reflexiva, simétrica, transitiva e, consequente-
mente, uma relagao de equivaléncia.

(b) Para mostrar que (X/ ~) é homeomorfo a Y, vamos verificar que a fungao
h:(X/ ~) =Y dada por h([z]) = p(x) é um homeomorfismo.

Para verificar que h é um homeomorfismo, vamos comecar checando que h
estd bem definida. Para isso, sejam z1,29 € X tais que [z1] = [22]. Pela
definigdo de ~, temos que p(z1) = p(z2) e, consequentemente, que h([zi]) =
p(z1) = p(xe) = h([z2]). Isso mostra que h estd bem definida.
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Agora, vamos checar que h é bijetora. Para comecar, observe que, se x; e
x9 sdo elementos de X tais que h([z1]) = h([xs]), entdo p(z1) = p(z3). Pela
definicao de ~, isso implica que x; ~ xo; ou seja, que h é injetora. Para
justificar a afirmacao de que h é sobrejetora, lembre que p é sobrejetora por
hipétese. Assim, para todo y € Y, existe x € X tal que p(z) = y. Segue daf
que h([z]) = p(z) = y; ou seja, que h é sobrejetora.

Agora, vamos checar que h é continua. Para isso, seja A um subconjunto
aberto de Y. Queremos mostrar que h™1(A) é aberto em X/ ~. Pela definicao
de h, temos que

h=H(A) = {[z] € (X/ ~) | h([z]) € A}

={lz] € (X/ ~) [ p(z) € A}

={lz] € (X/ ~) [z ep (A}
Agora, como p é uma aplicagao quociente e A é aberto em Y, entao p~!(A) é
aberto em X (ver Defini¢ao 10.2). Além disso, como a topologia em X/ ~ é a
induzida pela projegao X — X/ ~, ou seja, os abertos de X/ ~ sdo projecoes
de abertos de X, entao {[z] € (X/ ~) | x € p~*(A)} é aberto em X/ ~. Isso
implica que h™1(A) é aberto em X/ ~ e que h é continua.

Para terminar de mostrar que A é um homeomorfismo, vamos checar que h é
aberta. Para isso, considere um subconjunto A C (X/ ~) aberto. Por definigao,
h(A) ={y € Y | y = p(z) para algum = ~ a, a € A}. Para mostrar que h(A)
é aberto em Y, precisamos mostrar que p~'(h(A)) é aberto em X. Observe
que p~1(h(A)) = {x € X | * ~ a para algum a € A} = 77 (A). Como, por
hipétese, A é aberto em (X/ ~), entao 7~ !(A) é aberto em X. O
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Nessa aula, vamos completar o conteido da aula passada, onde nds definimos
aplicagoes quociente, topologias quociente e espacos quociente. Além disso, na Pro-
posicao 10.5, nés mostramos que toda aplicacao quociente pode ser identificada com
uma projecao concreta sobre um espago quociente.

Vamos comecar a aula com dois exemplos que ilustram essa construgao. Depois,
vamos mostrar que os espagos quocientes também satisfazem uma propriedade uni-
versal. Vamos comecar descrevendo o circulo em R? como um espaco quociente.

Exemplo 11.1. Considere R munido da topologia usual e a relacao de equivaléncia
r~Yy & x—yEL”l.
Vamos verificar que ~ é de fato uma relacao de equivaléncia:

e Como x —x =0 € Z para todo = € R, entao x ~ x.

e Se x,y € R forem tais que z ~ y, entao x —y € Z. Como y —x = —(x —vy) € Z,
entao y ~ x.

e Sex,y,z € R forem taisquex ~yey~z, entaoxr —y € Zey—z € Z. Como
r—z=(x—y)+(y—2) €Z, entado x ~ z.

Agora vamos mostrar que o espago quociente R/~ é homeomorfo ao circulo
unitario,
Sti={(a,b) e R* | a® +b* = 1}.
Para isso, considere a funcao p: R — S* dada por p(f) = (cos(270), sen(276)).
Vamos verificar que p é uma aplicacao quociente.

Para mostrar que p é sobrejetiva, seja (a,b) € S*. Como a*+0b? = 1, em particular,
a € [-1,1]. Como cos: R — [—1, 1] é uma funcao sobrejetora, existe o € R tal que
cos(a) = a. Como sen(a)? + cos(a)? =1 e a® + b* = 1, entdo

sen(a)? =1 —cos(a)? =1 —a? = b
Assim, sen(a) = £b. Se sen(a) = b, tomamos 0 = «//(27) para obtermos que
p(0) = (cos(2m0), sen(270)) = (cos(a), sen(a)) = (a, b).

Sendo, se sen(«) = —b, tomamos § = —«a/(27) para obtermos que

p(0) = (cos(2mh), sen(270)) = (cos(—a), sen(—a)) = (cos(a), —sen(«)) = (a,b).

Em ambos os casos, nés conseguimos construir § € R tal que p(f) = (a,b). Isso
mostra que p é sobrejetora.

Agora, vamos mostrar que a topologia em S! induzida da topologia usual de
R? ¢ igual & topologia quociente induzida por p. Isso é equivalente a mostrar que
um subconjunto A de S! é aberto (em relagao & topologia induzida de R?) se, e
somente se, p~1(A) é aberto em R. Por um lado, se A for aberto em S!, como p é
uma composicao de fungoes continuas em cada coordenada (multiplicacao por 27,

cosseno e seno), entao p é continua e p~1(A) é aberto em R.
92
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Por outro lado, suponha que A seja um subconjunto de S* tal que p~1(A) é aberto
em R. Para cada a € A, vamos construir € > 0 tal que B(a,€) N S* C A. Para isso,
comece lembrando que existe § € R tal que p(#) = a (porque p é sobrejetora). Como
0 € p'(A) e pI(A) é aberto em R, existe ¢ > 0 tal que (§ —¢, 0 +¢) C p1(A).
Em particular, se z € B(a,¢) N S, temos que # € A também. Isso mostra que p é
uma aplicacao quociente.

Observe também que p(0;) = p(f2) se, e somente se, 0, — O € Z, ou seja, exa-

tamente quando #; ~ 65. Pela Proposi¢ao 10.5, concluimos que o espago quociente
R/~ é homeomorfo a S.

A construcao acima identifica os pontos de R que diferem por um inteiro, en-
rolando a reta sobre o circulo. O préximo exemplo generaliza essa ideia a uma
faixa horizontal R x [0,1]: ao aplicar a mesma identificagdo apenas na primeira
coordenada, enrolamos a faixa em torno de si mesma e obtemos um cilindro.

Exemplo 11.2. Considere o conjunto R x [0, 1] munido da topologia produto (que
coincide com a topologia induzida da topologia usual de R?) e a relagio em R x [0, 1]
dada por

(1,11) ~ (x2,92) © T1—22€7Z e y1 = Yo

A verificacao de que ~ é uma relacao de equivaléncia é analoga a do exemplo anterior:

e Comox—x=0€Zey=y paratodo (z,y) € R x [0,1], entao (x,y) ~ (x,y).

e Se (x1,41) ~ (x2,Y2), entao 1 — x9 € Z € y; = Y. LOgo, o —x1 € Z € Y3 = 1.
Ou seja, (2,y2) ~ (71,91).

e Se (z1,y1) ~ (72,92) € (T2,Y2) ~ (73,y3), entdo x1—x9 € Z, y1 = Yo, To— T3 € Z
eys = vys. Como zy —xg = (x7 —x2) + (22 —x3) € Z € y1 = y2 = Y3, entao
('Ilvyl) ~ (x37y3>‘

Vamos mostrar que o espago quociente (R x [0, 1])/~ é homeomorfo ao cilindro,
C := S x [0,1]. Para isso, considere a fungao

p: Rx[0,1] - C dada por p(t,z) = (cos(27t), sen(2nt), z).
Agora, vamos verificar que p é uma aplicagao quociente. Essa verificacao é analoga
a do exemplo anterior.

Para mostrar que p é sobrejetora, seja (a,b,c¢) € C. Como a® + b*> = 1, em
particular, temos que a € [—1,1]. Dai e do fato que [—1, 1] é a imagem da funcao
cosseno, segue que existe o € R tal que cos(a) = a. Como sen(a)? + cos(a)? =1 e
a’® + b* =1, entao

sen(a) = /1 — cos(@)? = +v1 — a2 = +Vb2 = +|b].
Assim, ajustando o sinal de « se necessério, obtemos que p(«/2m, ¢) = (a,b,c). Isso
garante que p é sobrejetora.

Para concluir a demonstracao de que p é uma aplicagao quociente, nds precisamos
verificar que a topologia em C' induzida da topologia usual de R? é igual & topologia


https://en.wikipedia.org/wiki/Cylinder

94 NOTAS DE AULA DE TOPOLOGIA GERAL

quociente induzida por p. Lembre que isso é equivalente a verificar que um subcon-
junto A de C ¢ aberto se, e somente se, p~'(A) é aberto em R x [0, 1]. A implicagao
“somente se” segue do fato que p é uma funcdo continua (composigao de fungoes
continuas em cada coordenada).

Para justificar a implicagao “se”, suponha que A é um subconjunto de C' tal que
p !(A) é aberto em R x [0,1] (munido da topologia produto). Vamos checar que A
é aberto em C', ou seja, vamos checar que, para todo (a, b, c) € A, existem €1, €5 > 0
tais que:

(a,b) € S'N B((a,b), 1) e c€[0,1]N(c— e, c+ ).

De fato, se (a,b,c) € A, a sobrejetividade de p implica que existe (x,y) € R x [0, 1]
tal que p(z,y) = (a,b, c), ou seja, tal que cos(2nz) = a, sen(27x) = b e y = ¢. Dai
e do fato que p~(A) é aberto em R x [0, 1] segue que existem €;, €5 > 0 tais que

(x—e, x+e)x([0,1]N(y — €, y +€2)) Cp H(A).
Isso implica que
(a,b) € S'N B((a,b), 1) e c€[0,1]N(c— e, c+ ),
como queriamos, e justifica a afirmacao que p é uma aplicacao quociente.

Observe também que p(tq, z1) = p(ta, 22) se, e somente se, t; —ty € Z € 21 = 29,
ou seja, (t1,21) ~ (to, z2). Pela Proposigao 10.5, o espago quociente (R x [0,1])/~ é
homeomorfo ao cilindro C.

Nos dois exemplos acima, nés obtivemos espagos classicos como quocientes de
subconjuntos de R". Os exercicios a seguir exploram construcoes analogas, que
produzem outros dois espagos topolégicos importantes: o toro e a faixa de Mobius.

Exercicio 11.1. Considere R? munido da topologia produto e a relacao em R? dada
por

(z1,91) ~ (T2,2) & w1 —72€Z e yp—y €L
(a) Mostre que ~ é uma relacao de equivaléncia em R2,
(b) Mostre que a funcio p: R* — S x S, dada por
p(z,y) = (cos(2mx), sen(2wx), cos(2my), sen(27y)) .
é uma aplicacao quociente.
(c) Conclua que o espago quociente R?/~ ¢ homeomorfo ao toro, ST x S.

Exercicio 11.2. Considere o conjunto [0, 1] x [0, 1] munido da topologia produto
(que coincide com a topologia induzida da topologia usual de R?) e a relagao em
[0,1] x [0,1] dada por

(T, 1) ~ (22,2) & (w1,51) = (22,2) ou ({@1, 22} ={0,1} e y1 +y2=1).

Mostre que ~ ¢é uma relagao de equivaléncia. O espago quociente ([0, 1] x [0, 1])/~
¢ chamado de faixa de Mobius.
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Resolugao (Israel). Para demonstrar que ~ é uma relacao de equivaléncia, precisa-
mos verificar que ela satisfaz as trés propriedades: reflexividade, simetria e transiti-
vidade.

Para verificar que ~ é reflexiva, observe que, para qualquer (z,y) € [0, 1] x [0, 1],
temos (x,y) = (x,y). Portanto, pela primeira condigao da defini¢do, (z,y) ~ (z,y).

Para mostrar que ~ é simétrica, suponha que (z1,y1), (z2,92) € [0,1] x [0,1]
sao tais que (x1,y1) ~ (z2,y2). Por definigdo, temos dois casos para analisar. Se
(21,91) = (22,92), entdo (x2,y2) = (z1,y1). Assim, nesse caso, (22,y2) ~ (¥1,91).
Se {x1, 22} = {0,1} e y1 +y2 = 1, entao

{21} ={z1, 22} ={0,1} e pt+tym=y+yp=1

Portanto, nesse caso, (x2,%2) ~ (z1,y1) também. Em ambos os casos, temos que
(x2,y2) ~ (x1,y1). Logo, a relagdo ~ é simétrica.

Para mostrar que ~ é transitiva, suponha que (x1, 1), (z2,¥2) e (z3,y3) sao ele-
mentos in [0, 1] x [0, 1] tais que (z1,y1) ~ (z2,v2) € (z2,¥y2) ~ (v3,y3). Precisamos
mostrar que (x1,y1) ~ (x3,y3). Vamos analisar alguns casos:

e Se (x1,11) = (w9,y2) = (x3,93), entao (z1,y1) = (x3,y3). Assim, nesse caso,

('Tla yl) ~ (l’3, 93)
o Se {w1, 12} ={0,1}, y1 + 2 = 1 e (w2,92) = (3,¥3), entdo
{w1, 23 ={z1,22} ={0,1} e pi+y=p+p=1
Assim, nesse caso, também temos que (z1,y1) ~ (Z3,93)-
e Se (z1,y1) = (T2, 2) € {72, v3} = {0, 1}, yo +y3 = 1, entdo
{zr, 23} = {22,233 ={0,1} e yi+ys=1y2+ys=1
Assim, nesse caso também temos que (z1,y1) ~ (3,93).
o Se {z1, 22} = {0,1}, y1 + y2 = 1, {z2, 23} = {0,1} e y2 + y3 = 1, entao
(331791) = <x3ay3>‘ De fato, €oImo {.Tth} = {07 ]'} e {x27$3} = {07 ]-}7 entao

x1 = x3. Além disso, como y; +yo =1 e ys +y3 = 1, entao y; = 1 — 1o = y3.
Isso mostra que (x1, ;) ~ (x3,y3) nesse caso também.

Em todos os casos acima, concluimos que (x1,31) ~ (x3,y3). Logo, a relacao ~
também é transitiva. Como a relagao ~ é reflexiva, simétrica e transitiva, entao ela
¢ uma relagao de equivaléncia. 0

Para concluir esta aula, vamos estabelecer dois resultados que mostram que o
espaco quociente satisfaz uma propriedade universal. A primeira caracteriza a topo-
logia quociente como a topologia mais fina que torna a projecao continua e fornece
um critério para verificar a continuidade de fungoes definidas sobre o quociente.

Proposicao 11.3. Sejam (X, 7) um espago topolégico, Y um conjuntoe p: X — Y
uma funcao sobrejetora.

(a) A topologia quociente é a topologia mais fina em Y tal que a funcao p: X — Y
¢é continua.
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(b) Seja Z um espaco topolégico e considere Y munido da topologia quociente T,.
Uma funcao f: Y — Z é continua se, e somente se, a funcao fop: X — Z é
continua.

Demonstragao. (a) Primeiro, observe que, se Y é munido da topologia quociente
7p, entao p é continua por construgao: para todo A € 7, temos que p~'(A) € T
pela defini¢do de 7,. Depois, suponha que 7’ seja uma topologia em Y tal
que p: X — Y é continua. Isso significa que, para todo A € 7/, temos que
p ' (A) € 7. Pela definigao de 7, isso implica que A € 7,. Isso mostra que
7' C 71,, Ou seja, que 7, é mais fina do que qualquer topologia 7" em Y que torna
p continua.

(b) Para mostrar a implicacao “somente se”, suponha que f é continua. Como Y
estd munido da topologia quociente, por construcao, p também é continua. Dai
e do Exemplo 6.4 segue que f o p é continua. Para mostrar a implicagao “se”,
suponha que fop é continua. Isso significa que (fop) ™ '(A) =p 1 (f1(A)) e
para todo aberto A de Z. Pela defini¢ao de 7, isso implica que f~!(A) € 7,
ou seja, que f~1(A) é aberto em Y. Como A era um aberto arbitrdrio de 7,
isso mostra que f é continua. O

A préxima proposicao complementa a proposicao anterior e completa a demons-
tracao de que o espago quociente satisfaz uma propriedade universal. Ela estabelece
um critério para que fungoes (continuas e aplicagdes quociente) induzam fungoes
(continuas e aplicagoes quociente) no espago quociente.

Proposicao 11.4. Sejam XY, Z trés espacos topoldgicos, p: X — Y uma aplicagao
quociente, e f: X — Z uma funcdo. Existe uma funcio f: Y — Z tal que fop = f
se, e somente se, f(x1) = f(z2) para todos x1, x5 € X tais que p(z;) = p(z2). Além
disso, quando f existe:

e f é continua se, e somente se, f é continua;

e f é uma aplicagdo quociente se, e somente se, f é uma aplicagdo quociente.

Demonstracao. Vamos provar primeiro a equivaléncia sobre a existéncia de f. Para
mostrar a implicacao “somente se”, suponha que existe uma funcao f : Y — Z tal
que f = fop. Observe que, se z1,xs € X forem tais que p(x;) = p(z2), entdo

f(@1) = [(p(21)) = F(p(22)) = f(@2).

Isso mostra que f(x1) = f(z2) para todos x1, xo € X tais que p(z1) = p(x2).

Agora, para mostrar a implicacao “se”, suponha que f(z1) = f(z2) sempre que
p(z1) = p(x2). Vamos construir uma funcio f : Y — Z tal que fop = f. Para isso,
lembre que p é uma aplicacao quociente e, em particular, é uma fungao sobrejetora.
Assim, para todo y € Y, podemos escolher € p~!(y) e definir f(y) := f(x). Essa
funcao estd bem definida, porque: se z1,z2 € p~'(y), entdao p(zy) = y = p(x2)
e, consequentemente, f(x;) = f(xq2) (pela hipétese). Além disso, por construgao,
temos que fop = f.
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Agora, vamos provar as duas afirmacoes adicionais. A primeira segue direto da
Proposi¢ao 11.3(b). Para mostrar a segunda, suponha que f existe. Queremos mos-
trar que, nesse caso, f é uma aplicagao quociente se, e somente se, f é uma aplicacao
quociente.

Primeiro, suponha que f é uma aplicacdo quociente. Queremos mostrar que f
também é uma aplicacdo quociente. Para isso, primeiro vamos verificar que f é
sobrejetora. Para comecar, observe que, como f é uma aplicacao quociente por hi-
potese, entao f é sobrejetora. Isso implica que, para todo z € Z, existe x € X tal que
f(z) = z. Assim, se tomarmos y = p(z), teremos que f(y) = f(p(z)) = f(z) = =.
Isso mostra que, para todo z € Z, existe y € Y tal que f(y) = z; ou seja, que f é
sobrejetora.

Agora, para completar a demonstracio de que f é uma aplicacao quociente, vamos
verificar que um subconjunto A de Z é aberto se, e somente se, T_I(A) é aberto
em Y. Como p é uma aplicacao quociente, para todo subconjunto A de Z, temos
que: f(A) é aberto em Y se, e somente se, p~'(F (A)) = f~1(A) é aberto em
X. Além disso, como f também é uma aplicagao quociente, temos que: f~'(A) é
aberto em X se, e somente se, A é aberto em Z. Isso mostra que A é aberto em Z
se, e somente se, 771(14) é aberto em Y, o que conclui a demonstracao de que f é
uma aplicacao quociente e da implicacao “somente se”.

Reciprocamente, suponha que f é uma aplicacdo quociente. Queremos mostrar
que f também é uma aplicacdo quociente. Para isso, primeiro vamos verificar que
f é sobrejetora. Para comecar, observe que, como f é uma aplicacdo quociente por
hipétese, entdo f é sobrejetora. Isso implica que, para todo z € Z, existe y € Y tal
que f(y) = z. Analogamente, como p é sobrejetora, existe z € X tal que p(x) = v.

Logo, f(x) = f(p(x)) = f(y) = z. Isso mostra que, para todo z € Z, existe x € X
tal que f(z) = z, ou seja, que f é sobrejetora.

Agora, para completar a demonstracao de que f é uma aplicagao quociente, vamos
verificar que um subconjunto A ¢é aberto em Z se, e somente se, f~!(A) é aberto em
X. Para isso, observe que, como p é uma aplicagao quociente, para todo subconjunto
Ade Z, temos que: f71(A) = p‘l(?fl(A)) ¢ aberto em X se, e somente se, fﬁl(A) é
aberto em Y. Além disso, como f também é uma aplicacdo quociente por hipétese,
temos que: ffl(A) é aberto em Y se, e somente se, A é aberto em Z. Isso implica

que A é aberto em Z se, e somente se, f~!(A) é aberto em X, como querfamos. []
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Nesta aula, relembraremos a definicao de sequéncia e de convergéncia de sequénci-
as em espacos topoldgicos, apresentaremos exemplos que ilustram como a topologia
do espaco afeta o comportamento das sequéncias e lembraremos dois resultados titeis
para determinar a convergéncia de uma sequéncia. Em seguida, introduziremos as
conjuntos dirigidos, que generalizam o conjunto dos nimeros naturais e serao usados
na préxima aula para definir redes.

12.1. Sequéncias. Nesta subsecao, relembraremos as defini¢oes de sequéncia, sub-
sequéncia e convergéncia em espagos topoldgicos. Apresentaremos exemplos que
ilustram como a topologia de um espago determina o comportamento das sequéncias
e estabeleceremos dois critérios de convergéncia de sequéncias.

Definigao 12.1 (de sequéncia). Dado um conjunto X, uma sequéncia em X é uma
fungdo z: N — X. Em geral, denotamos x(n) por z, e a sequéncia z: N — X por

<x")n€N'
Dada uma sequéncia (), .y €m um conjunto X, uma subsequéncia de (), ¢

uma funcao y: N — X da forma y = zoi, onde i: N — N é uma funcao que satisfaz:
sen < m €N, entao i(n) < i(m).

Dados um espaco topolégico X, uma sequéncia (z,),y em X e um ponto p € X,
dizemos que a sequéncia (x,), .y converge para o ponto p quando: para toda vizi-
nhanca V' de p, existe ng € N tal que x,, € V' para todo n > ny.

Observe que, se X = (), o conjunto de funcoes z: N — X é vazio, ou seja,
nao existem sequéncias no conjunto vazio. Por isso, a partir de agora, nessa aula,
assumiremos que todos os nossos espacos topologicos sao nao vazios. O exemplo a
seguir ilustra a definicdo acima em trés casos concretos em R.

Exemplo 12.2. Considere a reta real R. Observe que a funcao x : N — R dada por
z(n) = % ¢ uma sequéncia em R. Observe também que, se tomarmos ¢ : N — N
como sendo a fungao dada por i(n) = 2n, temos que: se n < m € N, entdo
i(n) = 2n < 2m = i(m). Isso implica que a fungdo y = (z o) : N — X dada
explicitamente por
y(n) =x(2n) = ﬁ = — paratodon € N
2n 2n ’

é uma subsequéncia de x.

Vamos mostrar que, quando munimos R da sua topologia usual, a sequéncia x
converge para o ponto 0. De fato, para toda vizinhanca V de 0, existe € > 0 tal que
0 € (—¢, €) C V. Assim, se tomarmos ng = [1] + 1, teremos que z(n) € (—¢, €) CV
para todo n > ny.

Observe que a convergéncia de uma sequéncia em um espaco topolégico depende
da topologia desse espaco. O exemplo a seguir mostra que, dependendo da topologia
escolhida, uma sequéncia pode nao convergir, convergir para um tunico ponto ou

convergir para mais de um ponto.
98
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Exemplo 12.3. Considere o conjunto X = {—1,1} e a sequéncia z : N — R dada
por

1, se n for par,
z(n) = ,
—1, se n for impar.

Vamos mostrar que, dependendo da topologia com que munimos X, essa sequéncia
pode nao convergir, convergir para exatamente um ponto ou convergir para mais de
um ponto simultaneamente.

Primeiro, vamos mostrar que, em rela¢ao a topologia trivial, {(), X}, essa sequéncia
converge para 1 e para —1. De fato, para ambos os pontos p € X, temos que o seu
sistema de vizinhancas é U, = {X}. Assim, para todo p € X, todo V' € U, e todo
n € N, temos que z(n) € V. Isso significa que essa sequéncia converge para —1 e
para 1 simultaneamente.

Agora, vamos mostrar que, em relagio a topologia de Sierpinski, {(), {1}, X'}, essa
sequéncia converge apenas para o ponto —1. De fato, lembre que o sistema de vizi-
nhangas de 1 é U; = {{1}, X} eode —1¢éU_; = {X}. Como z(2k+1) = —1¢ {1}
para todo k € N, a sequéncia nao converge para 1. Por outro lado, como z(n) € V'
para todon € Ne V € U_4, a sequéncia x converge para —1.

Para concluir, vamos mostrar que, em relagao a topologia discreta, P(X), a se-
quéncia x nao converge para nenhum ponto de X. De fato, como o sistema de
vizinhancas de 1 é U; = {{1},X} e 2(2k + 1) = —1 ¢ {1} para todo k € N, a
sequéncia nao converge para 1. Analogamente, como o sistema de vizinhancas de
—1é6U_ = {{-1},X} e x(2k) =1 ¢ {—1} para todo k € N, ela também nao

converge para —1. Portanto x nao converge para nenhum ponto de X.

O exemplo anterior revela que uma mesma sequéncia pode ter limites diferentes,
dependendo da topologia do espago. O exercicio a seguir mostra um espago to-
polégico onde sequéncias diferentes podem nao convergir, convergir para um ponto
ou convergir para mais de um ponto.

Exercicio 12.1. Considere a reta real R munida da sua topologia cofinita.

(a) Construa uma sequéncia que nao converge para nenhum ponto de R.
(b) Construa uma sequéncia que converge para apenas um ponto de R.

(c¢) Construa uma sequéncia que converge para mais de um ponto de R.

Resolucao (Roger). Comecemos lembrando que, em relagao a topologia cofinita, os
subconjuntos abertos de R sao os subconjuntos A tais que R\ A é um conjunto finito
ou A = (). Assim, o sistema de vizinhancas de um ponto p € R é

U, ={VCR|peVeR\V éum conjunto finito}.

Vamos usar essa caracterizagao para garantir a (ndo) convergéncia de sequéncia para
pontos de R.
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(a) Vamos mostrar que a sequéncia x : N — R dada por

1, se n é par,
Tp = .
—1, sen éimpar,

nao converge para nenhum ponto em R. De fato, para todo p # —1, pode-
mos considerar a vizinhanca V' = R\ {—1}. Como z,, = —1 ¢ V para todo
n € N impar, vemos que a sequéncia (z,), .y Dao converge para p # —1. Ana-
logamente, se p = —1, podemos considerar a vizinhanga V' = R\ {1}. Como
r, = 1 ¢ V para todo n € N par, vemos que a sequéncia (z,), .y também
nao converge para p = —1. [sso mostra que essa sequéncia nao converge para
nenhum ponto em R.

(b) Fixe um ponto ¢ € R. Vamos mostrar que a sequéncia x : N — R dada por
x(n) = ¢ para todo n € N (a sequéncia constante) converge apenas para o ponto
p = c¢. De fato, como ¢ pertence a toda vizinhanga V' de ¢, entao x(n) € V
para todo n € N. Isso mostra que a sequéncia (z,),.y converge para c. Por
outro lado, se p # ¢, podemos considerar a vizinhanca V = R\ {c} de p. Como
x(n) = ¢ para todo n € N, entao x(n) ¢ V para todo n € N. Isso mostra que a
sequéncia (1,,),, .y NAO converge para p # c.

(c) Vamos mostrar que a sequéncia  : N — R dada por z(n) = n converge para
todos os pontos de R. Para isso, fixe um ponto p € R e uma vizinhanca V' de
p. Pela descrigao acima, R\ V' é um conjunto finito. Denote os seus elementos
por ap,as,...,a e defina ng = max{ay,as,...,ar} + 1. Como x(n) = n para
todo n € N, entao z(n) > a; para todo n > ng e i € {1,2,...,k}. Logo,
xz(n) ¢ {ai,as,...,a;}, ou equivalentemente x(n) € V, para todo n > ngy. Isso
mostra que essa sequéncia converge para todo ponto p € R. 0

O préximo resultado fornece um critério pratico para verificar a convergencia de
uma sequéncia: em vez de verificar a condigao de convergéncia para toda vizinhanca,
basta verificd-la para os elementos de uma base de vizinhangas.

Lema 12.4. Sejam X um espaco topolégico nao vazio, p € X um ponto, B, uma
base de vizinhancas de p e (z,),.y uma sequéncia em X. A sequéncia (z,),cy
converge para p se, e somente se, para todo B € B,, existe ng € N tal que z,, € B
para todo n > ny.

Demonstragdo. Primeiro suponha que a sequéncia (), .y converge para p. Como
B, C U, por construcao, entao segue da definicao de convergéncia que, para todo
para todo B € B, existe ng € N tal que z,, € B para todo n > n.

Agora suponha que, para todo B € B, existe ny € N tal que x,, € B para todo
n > ng. Vamos mostrar que a sequéncia (a:n)neN converge para p. Para isso, seja
V uma vizinhanca de p. Como B, é uma base de vizinhancas de p, existe B € B,
tal que p € B C V. Por hipdtese, existe ng € N tal que z,, € B para todo n > ny.
Como B C V, segue que x,, € V para todo n > ng. Isso implica que a sequéncia
(75,),en cOnVerge para p. O
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O lema acima ¢é 1util porque, em muitos espacos topoldgicos, existem bases de
vizinhancgas mais simples do que todo o sistema de vizinhancas. O exemplo a se-
guir ilustra isso no caso de espacos métricos, recuperando a definicao classica de
convergencia.

Exemplo 12.5. Sejam (X, d) um espago métrico nao vazio, (), oy Uma sequéncia
em X e p um ponto de X. Pela Definigao 1.10, a familia B, = {B(p,r) | r > 0} ¢é
uma base de vizinhancas de p em X. Pelo Lema 12.4, a sequéncia (x,),,.y converge
para p se, e somente se, para todo € > 0, existe ny € N tal que x,, € B(p,¢) para
todo n > ng, ou seja, tal que d(x,,p) < € para todo n > ng. Essa é exatamente a
defini¢ao classica de convergéncia em espacos métricos.

A proposicao a seguir mostra que a convergencia de uma sequéncia implica na
convergéncia de toda subsequéncia dela e é equivalente ao fato de toda subsequéncia
admitir uma subsequéncia convergente. Ela fornece uma caracterizacao ttil em
demonstracoes por contradigao.

Proposigcao 12.6. Sejam X um espago topolégico nao vazio, p um ponto de X e
(73),eny uma sequéncia em X.

(a) Se a sequeéncia (z,), .y converge para o ponto p, entao toda subsequéncia de
(%) ey também converge para o ponto p.

(b) Se toda subsequéncia de (x,), .y admite uma subsequéncia que converge para
0 ponto p, entao (), .y converge para o ponto p.

Demonstragao. (a) Suponha que a sequéncia x : N — X convirja para o ponto p
e que i : N — N seja uma fungao tal que i(n) < i(m) para todo n < m € N.
Vamos mostrar que a subsequéncia x o ¢ também converge para o ponto p. Ou
seja, vamos mostrar que, para todo V' € U,, existe ng € N tal que z(i(n)) € V
para todo n > ng. Para isso, vamos mostrar primeiro que i(n) > n para todo
n € N.

Para isso, vamos usar indugdo em n. Para n = 1, temos que (1) > 1, porque
i(n) € N e todo elemento de N é > 1. Como hipdtese de indugao, suponha que
n > 1lequei(k) > k para todo k < n. Vamos mostrar que i(n+1) > n+1. Para
isso, lembre que i(n + 1) > i(n) por hipdtese. Dai e do fato de que i(n) > n,
segue que i(n + 1) > n, ou seja, que i(n + 1) > n + 1. Isso verifica o passo de
indugao e conclui a demonstragao de que i(n) > n para todo n € N.

Agora, vamos usar esse fato, junto com a hipétese de que a sequéncia x
converge para p, para concluir que a subsequéncia x o ¢ também converge para
p. De fato, dada uma vizinhanca V' de p, existe ny € N tal que z(n) € V' para
todo n > ng. Como i(n) > n para todo n € N, entao z(i(n)) € V para todo
n > ng também. Isso mostra que a subsequéncia z o4 também converge para p.

(b) Vamos demonstrar a contrapositiva. Suponha que (z,), .y nao convirja para p.
Entao existe uma vizinhanca V' de p tal que, para todo n € N, existe j,, > n tal
que z;, ¢ V. A partir dessa sequéncia {7, }nen, ¢ possivel construir uma funcao
estritamente crescente i : N — N tal que x;, ¢ V para todo n € N. Assim,
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y := x o i serd uma subsequéncia que satisfaz y, = z;, ¢ V para todo n € N.
Como as subsequéncias de (yn),,cy também nao possuem termos em V, essa é
uma subsequéncia de (xn)neN cujas subsequéncias nao convergem para p. [

Para concluir esta subsegao, apresentamos um exercicio que relaciona a con-
vergéncia de sequéncias ao fecho de subconjuntos.

Exercicio 12.2. Sejam X um espaco topoldgico, Y um subconjunto de X e p € X.

(a)
(b)

Mostre que, se existe uma sequencia z: N — Y que converge para p, entao
peyY.

Dé um exemplo de um espago topoldgico X, de um subconjunto ¥ C X e de
um ponto p € Y tais que nao existe nenhuma sequéncia y: N — Y que convirja

para p.

Resolugio (Zyon). (a) Suponha que (yy),cy ¢ Uma sequéncia em Y que converge

para p. Pela definicao de convergéncia, para toda vizinhanga V' de p, existe
no € N tal que y,, € V para todon > ny. Em particular, temos que y,, € VNY.
Isso implica que, para toda vizinhanca V' de p, temos que VNY # (). Pela
Proposicao 5.16, isso implica que p € Y.

Considere a reta real R munida da topologia dada por
7 ={ACR|A=0o0ouR\ A éum conjunto enumersvel}.

A verificagao de que 7 é uma topologia em R esta contida no Exemplo 13.6.
Agora considere Y = R\{0} e p = 0. Note que Y = R. De fato, os subconjuntos
de R que sao fechados em relagao a topologia 7 sao os subconjuntos enumeraveis
e R. Como o tnico desses subconjuntos que contém Y é R, ele o menor fechado
que contém Y. Assim, segue do Lema 5.13(a) que Y = R. Em particular,
peY.

Agora vamos mostrar que nao existe nenhuma sequéncia em Y que converge
para p. Para isso, suponha que (y,), .y seja uma sequéncia em Y. Como o
conjunto {y, | n € N} é enumeravel, entao A := R\ {y, | n € N} é um
subconjunto aberto de R. Além disso, como (yy),cy ¢ uma sequéncia em Y,
entao y, # 0 para todo n € N. Logo, A é uma vizinhanga de p. Como y, ¢ A
para todo n € N, essa sequéncia nao pode convergir para p.

O

12.2. Conjuntos dirigidos. Nesta segunda parte da aula, introduziremos o con-
ceito de conjunto dirigido e apresentaremos alguns exemplos. Essa estrutura gene-
raliza o conjunto dos ntimeros naturais e sera usado na préxima aula como dominio
das redes.

Definigao 12.7 (de conjunto dirigido). Um conjunto dirigido é um conjunto N
munido de uma relacao < satisfazendo:

(i) n < n para todo n € N;
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(ii) se m,n,p € N sao tais que m < n en < p, entdo m < p;

(iii) para todos m,n € N, existe £ € N tal que m <{len < /.

Observe que a relagao < de um conjunto dirigido nao precisa ser uma relacao de
ordem, por nao precisar se antissimétrica. Ou seja, podem existir elementos x e y
em um conjunto dirigido N tais que x <y, y < x e x # y. Por exemplo, o conjunto
N = {0,1} munido da relagao 0 < 0,0<1,1<1e1 <0 éum conjunto dirigido,
mas essa relacao nao é uma ordem parcial, pois 0 < 1, 1 < 0 e 0 # 1. Relagoes
que satisfazem apenas reflexividade e transitividade sao chamadas de pré-ordens.
Assim, os conjuntos dirigidos sao conjuntos munidos de pré-ordens que satisfazem
adicionalmente a condicao (iii) acima.

No primeiro exemplo a seguir, vamos mostrar que N é um conjunto dirigido,
quando munido da sua ordem usual.

Exemplo 12.8. O conjunto N munido da sua ordem < usual é um conjunto dirigido.
De fato:

(i) n < n para todo n € N;
(ii) se m,n,p € N sdo tais que m < n e n < p, entdao m < p;
(iii) para todos m,n € N, temos que ¢ := max{m,n} e N, m </len < /(.
Nos préoximos dois exemplos, vamos construir conjuntos dirigidos a partir de siste-

mas de vizinhancas e bases de vizinhancas de pontos em espacos topolégicos. Esses
conjuntos dirigidos serao fundamentais na definicao de redes.

Exemplo 12.9. Dados um espago topoldgico nao vazio X e um ponto p € X, o
conjunto N = U, munido da relagao U <V & U D V é um conjunto dirigido. De
fato:

(i) U 2 U para todo U € U,;
(ii) se U, V,IW € U, sao tais que U D Ve V DO W, entao U D W;
(iii) para todos U,V € U, temos que W :=UNV €U,, UDW eV DW.

Exemplo 12.10. Sejam X um espaco topolégico nao vazio e um ponto p € X.
Qualquer base de vizinhancas B, de p, quando munida da relacao

B<B < BD2DB,
¢ um conjunto dirigido. De fato:
(i) B D B para todo B € B;
(ii) se B, B', B" € B, sao tais que B O B’ e B’ O B”, entdao B D B";

(ili) se B, B’ € B,, como p € BNB', entao existe B” € B, tal quep € B” C BNB'.
Logo, B" € B,, B> B" e B' O B".

Exercicio 12.3. Sejam (N, <) um conjunto dirigido nao vazio. Mostre que, para
todo subconjunto finito S de N, existe n € N tal que s < n para todo s € S.
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13.1. Redes. Apds relembrar a definicao de sequéncias e introduzir a nocao de
conjunto dirigido, nesta aula, vamos definir redes, subredes e suas convergéncias.
Uma rede é uma generalizacao de uma sequéncia, onde o dominio é um conjunto
dirigido arbitrario em vez de N. Depois de defini-las e exemplifica-las, mostraremos
que as redes sao o instrumento correto para caracterizar o fecho de subconjuntos e a
continuidade de fungoes em espagos topoldgicos gerais, papéis que as sequéncias so
desempenham adequadamente em espagos primeiro enumeraveis. As redes superam
essa limitagao.

Definigao 13.1 (de rede). Dado um conjunto X, uma rede em X é uma funcao
z: N — X, onde N é um conjunto dirigido. Em geral, denotamos z(n) por z, e a

rede por (7,),cn-

Uma subrede de uma rede (x,),,.n ¢ uma rede (y,),,c,, da forma y = x o4, onde
M é um conjunto dirigido e i: M — N é uma funcao satisfazendo:

(i) se my < mg € M, entdo i(my) <i(mg) € M;
(ii) para todo n € N, existe m € M tal que n < i(m).

Dado um espago topoldgico X, dizemos que uma rede (z,),., em X converge
para um ponto p € X quando, para toda vizinhanca V' de p, existe ng € N tal que
x, € V para todo n € N tal que ng < n.

Pelo Exemplo 12.8, N com a ordem usual é um conjunto dirigido e, portanto, toda
sequéncia z: N — X é uma rede em X. Além disso, toda subsequéncia de x é uma
subrede, porque toda funcao estritamente crescente N — N satisfaz as condigoes (i)
e (ii) acima. Ainda mais, observe que uma sequéncia x converge para um ponto p
(no sentido da Defini¢ao 12.1) se, e somente se, a rede x converge para p (no sentido
da Definigao 13.1).

Nos dois exemplos a seguir, vamos construir redes que nao necessariamente cor-
respondem a sequéncias. O primeiro exemplo sera de redes indexadas pelo sistema
de vizinhangas de um ponto.

Exemplo 13.2. Sejam X um espaco topolégico nao vazio e p € X. Lembre do
Exemplo 12.9 que U, é um conjunto dirigido, quando munido da relacao

U<U < UDU.

Assim, toda funcao z : U, — X é uma rede em X.

Por exemplo, se tomarmos x(U) = p para todo U € U,, obtemos uma rede que
converge para o ponto p. De fato, para todo V € U,, temos que p € V. Em geral,
toda fungao =z : U, — X tal que z(U) € U para todo U € U, é uma rede que
converge para o ponto p. De fato, para todo V' € U, se tomarmos nyg = V', obtemos

que z(U) € U CV paratodon =U € U, tal que V < U.
104
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No préximo exemplo, vamos construir redes indexadas por uma base de vizi-
nhancas de um ponto.

Exemplo 13.3. Sejam X um espaco topolégico nao vazio, p um ponto de X, e B,
uma base de vizinhancas de p. Lembre do Exemplo 12.10 que B, ¢ um conjunto
dirigido, quando munido da relagago B < B’ & B O B’. Assim, toda funcgao
x:B, = X é uma rede em X.

Agora observe que, para toda rede z : U, — X a sua restricao para B, é uma
subrede em X. De fato, como B, C U,, existe uma funcao i : B, — U,, dada expli-
citamente por i(B) = B. Além disso, se By < By em B, (ou seja, se By C By), entao
i(B1) < i(Bs) em U, (pois, i(By) = By C By = i(By)). Ainda mais, pela defini¢ao
de base de vizinhangas, para todo U € U,, existe B € B, tal que i(B) = B C U (ou
seja, U < B). Isso mostra que, de fato, (z 0i) : B, — X ¢é uma subrede de z.

Assim como no exemplo anterior, toda funcao = : B, — X tal que z(B) € B para
todo B € B, serd uma rede que converge para o ponto p. Por exemplo, considere a
reta real R munida da sua topologia usual. A familia {(—¢, €) | € > 0} é uma base
de vizinhangas para o ponto p = 0. Assim, se definirmos z(—¢, €) = 5, obtemos
uma rede que converge para 0.

Por outro lado, para construir uma rede = : B, — X que nao converge para
p, nés precisamos escolher = de tal forma que exista V € U, tal que, para todo
B € B, exista B’ C B (ouseja, B < B’) tal que z(B’) ¢ V. Por exemplo, considere
novamente a reta real R munida da sua topologia usual, o ponto p = 0, e a base de
vizinhancas {(—¢, ) | ¢ > 0}. Se definirmos

1, see€Q,

(= &)= {0, se e ¢ Q,

obtemos uma rede que nao converge para 0.

Os exemplos acima ilustram algumas construcoes de redes em espacos topologicos.
Os dois exercicios a seguir mostram que as redes se comportam de maneira seme-
lhante as sequéncias em relagao a convergencia.

Exercicio 13.1. Sejam X um espago topoldgico nao vazio, p € X um ponto, B,
uma base de vizinhancas de p e (x,),,.y uma rede em X. Mostre que: arede (x,),cy
converge para p se, e somente se, para todo B € B, existe ng € N tal que z,, € B
para todo n € N tal que ng < n.

Exercicio 13.2. Sejam X um espaco topoldgico nao vazio, p um ponto de X e
(7p),cn uma rede em X.

(a) Mostre que, se a rede (z,),.y converge para o ponto p, entao toda subrede de
(7y),ey também converge para o ponto p.

(b) Mostre que, se toda subrede de (z,,),,. y admite uma subrede que converge para
o ponto p, entao (x,), .y converge para o ponto p.
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Agora, vamos provar dois resultados que mostram que as redes desempenham um
papel analogo ao que as sequéncias desempenham em espagos métricos. Nessa pri-
meira proposi¢ao, vamos mostrar como caracterizar fechos de subconjuntos através
de limites de redes.

Proposicao 13.4. Sejam X um espago topoldgico nao vazio e Y um subconjunto
de X. Um ponto p € X pertence a Y se, e somente se, existe uma rede y: N — Y
que converge para p.

Demonstracio. “Somente se”: Suponha que p € Y. Pela Proposicio 5.16(c), isso
implica que U NY # 0 para todo U € U,. Portanto, para cada U € U,, podemos
escolher yy € UNY. Isso define uma rede y: U, — Y. Como, para toda vizinhanga
Vde petodoU € U, tal que V < U, temos que yy € U C V, concluimos que a
rede y converge para p.

“Se”: Suponha que existe uma rede y: N — Y que converge para um ponto p em
X. Isso significa que, para todo V' € U,, existe ng € N tal que y, € V para todo
n € N tal que ng < n. Em particular, y,, € VNY. Logo VNY =# () para todo
V € U,. Pelo Proposicio 5.16(c), isso implica que p € Y. O

Lembre que uma funcao f : R — R costuma ser dita continua (em rela¢do a
topologia usual da reta) quando lim,_,, f(x) = f(a) para todo a € R. A proposigao
acima mostra que, no caso de espagos topoldgicos mais gerais, é necessario substituir
o limite de sequéncias pelo limite de redes.

Proposicao 13.5. Sejam X e Y espacos topoldgicos nao vazios. Uma funcao
f: X =Y é continua em um ponto p € X se, e somente se, para toda rede (), cy
em X que converge para p, a rede (f(xy)),cy converge para f(p).

Demonstracao. “Somente se”: Suponha que f seja continua em p e seja x: N — X
uma rede que converge para p. Para mostrar que a rede (f ox): N — Y converge
para f(p), comece fixando uma vizinhanga V' de f(p). Como f é continua em p,
existe uma vizinhanca U de p tal que f(U) C V (ver Lema 6.5(b)). Além disso,
como (), converge para p, existe ng € N tal que x,, € U para todo n € N tal
que ng < n. Logo f(x,) € f(U) CV para todon € N tal que ny < n; o que mostra

que a rede (f(x,))nen converge para f(p).

“Se”: Vamos mostrar a contrapositiva. Suponha que f nao é continua em p.
Entao existe uma vizinhanca V' de f(p) tal que f~'(V) ndo é uma vizinhanca de
p, ou seja, para todo U € U,, temos U \ f~1(V) # 0. Para cada U € U,, escolha
zy € U\ f71(V), de modo que f(zy) ¢ V. Isso define uma rede x: U, — X. Como
xy € U para todo U € U,, a rede x converge para p pelo Exemplo 13.2. No entanto,
f(zy) ¢ V para todo U € U,, de modo que a rede (f(2y))veyu, nao converge para

f(p). O

O préximo exemplo mostra um caso concreto de uma fungao f : R — R (a fungao
identidade) que nédo é continua, mas que lim,_,, f(z) = f(a) para toda sequéncia z
que converge para a.
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Exemplo 13.6. Considere a reta real R munida da topologia
7={ACR|R\ A é enumerdvel ou A = (}.

Primeiro, vamos verificar que 7 é, de fato, uma topologia em R. Para isso, vamos
checar que 7 satisfaz as condigoes (i)-(iii) da Defini¢ao 1.1:

(i) @ € 7 por construgao e R € 7 porque R\ R = () é um conjunto enumerdvel.

(ii) Seja {A;}ie;r uma familia de conjuntos em 7. Vamos analisar dois casos dis-
tintos. Se R\ A; for enumeravel para algum i € I, entao

A\ (Us) -

é enumeravel, porque estd contido em R\ A;. Caso contrdrio, se A; = () para
todo i € I, entdo (J;.; A; = () também.

(iii) Seja Ay, As, ..., A, for uma familia finita de conjuntos em 7. Vamos analisar
dois casos também. Se R\ A; for enumeravel para todo i € {1,2,...,n}, entdo

R\ (A N AN NA,) =R\ A)U R\ A)U---U(R\ Ay)

também é enumeravel. Caso contrério, se A; = () para algum i € {1,2,...,n},
entao A; N AsN---NA, =0 também.

Como nos verificamos acima, 7 é uma topologia em R. Observe que essa topologia
nao ¢ comparavel a topologia usual da reta. De fato, por um lado, o conjunto dos
nimeros irracionais, R\ Q, é aberto em relagao a 7 e ndo é aberto em relagao a topo-
logia usual. Por outro lado, o intervalo (—1, 1) é aberto em relacao a topologia usual
de R, mas nao é aberto em relacao a 7, porque ele nao é vazio e seu complementar
também nao é enumeravel. Isso implica que a fungao identidade id : R — R nao
serd continua se munirmos o dominio com a topologia 7 e o contradominio com a
sua topologia usual. No entanto, toda sequéncia convergente em relacao a topologia
T também sera convergente em relacao a topologia usual.

Para justificar essa iltima afirmagao, suponha que x : N — R seja uma sequéncia
que converge para um ponto p € R e que R esteja munida com a topologia 7. Vamos
mostrar que isso implica que existe ng € N tal que z(n) = p para todo n > ng. De
fato, por definicao, o fato de x convergir para p significa que, para toda vizinhanca
V e U,, existe ng € N tal que z(n) € V para todo n > ng. Em particular, observe
que nés podemos tomar V =R\ {z(n) | n € Ne z(n) # p}. Como existe ng € N
tal que x(n) € V para todo n > ng, entao z(n) = p para todo n > ng. Isso significa
que uma sequéncia convergente em relacao a topologia 7 é eventualmente constante
e, consequentemente, convergente em relagao a topologia usual de R.

Com isso, nés concluimos que a funcao identidade id : R — R nao é continua
quando munimos o dominio com a topologia 7 e o contradominio com a sua topologia
usual. Mas, se uma sequéncia (z,), .y em R converge para um ponto p € R em rela-
cao a topologia 7, entao a sequéncia (id(z,,)),,oy também converge para p em relagao
a topologia usual de R.
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Para concluir esta aula, vamos enunciar dois exercicios que aplicam e expandem
o conteudo apresentado.

Exercicio 13.3. Sejam [ um conjunto nao vazio e {X;};c; uma familia de espagos

topolégicos nao vazios. Considere [, ., X; munido da topologia produto e, para cada

i € I, denote por m;: [[,.; X; = X; a projegao canonica. Sejam N um conjunto

dirigido e #: N — [[,; X; uma rede.

(a) Mostre que (m; 0o z): N — X; é uma rede em X; para todo i € I.

(b) Seja p € [[;c; Xi- Mostre que a rede = converge para p se, e somente se, para
cada i € I, arede (m;ox): N — X, converge para m;(p) = p(i).

Resolugao (Angie). (a) Para verificar que 7; o x é uma rede em X;, basta observar
que N um conjunto dirigido e que z : N — [[..; Xs e m : [[.e; Xi — X; sdo
funcoes.

il

(b) (=): Se uma rede x convergir para um ponto p em [[,., X;, entao a rede m; 0 x
converge para m;(p) = p(i) em X;, pois cada m; é continua (ver Proposigao 9.5(a)
e Proposicao 13.5).

(«<): Suponha que as redes m; o  convirjam para os pontos p; em X;, para
todo 7 € I. Queremos mostrar que a rede x converge para o ponto p em
[L.c; Xi dado por p(i) = p;. Para isso, comece fixando uma vizinhanga V'
de p em [[,.; X;. Pela definicao de vizinhanca (Defini¢ao 4.1) e da topologia
produto (Defini¢ao 9.2), existem abertos A; em X; tais que A; # X; para uma
quantidade finita de indices i e p € [[,c; A € V. Como p € [],.; A;, entao
p(i) € A; para todo i € I. Em particular, A; é uma vizinhanga de p;. Dai e
da hipétese que a rede 7; o x converge para p;, segue que existe n; € N tal que
(m;ox)(n) = x(n)(i) € A; para todo n € N tal que n; < n. Agora, lembre que
A; # X; para uma quantidade finita de indices ¢ e denote por K o subconjunto
de indices {i € I | A; # X;}. Como N é um conjunto dirigido, existe nyg € N tal
que ny < ng para todo k € K (ver Exercicio 12.3). Assim, para todo n € N tal
que ng < n, teremos que: x(n)(k) € Ay para todo k € K; e x(n)(i) € X; = A,
para todo i € I, ¢ ¢ K. Isso mostra z(n) € [[,.; 4i € V para todo n € N tal
que ng < n. Portanto, a rede x converge para p. O

Exercicio 13.4. Seja (X, 7) um espago topoldgico.

(a) Suponha que X seja um conjunto finito. Mostre que, se 7 nao é a topologia
discreta, entao existe uma rede que converge para mais de um ponto em X.

(b) Mostre que existe uma rede ndo constante que converge simultaneamente para
dois (ou mais) pontos distintos em X se, e somente se, existe um subconjunto
S C X que tem pelo menos dois elementos e, para todo s € S, toda vizinhanca
de s contém S.
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Nesta aula, introduziremos o conceito de filtro e estudaremos convergéncias de
filtros em espagos topoldgicos. Os filtros oferecem uma perspectiva alternativa as
redes em relacdo a convergéncia. Ao longo da aula, estabeleceremos os principais
resultados técnicos que relacionam filtros com fecho de conjuntos e com continuidade
de funcoes.

14.1. Filtros. Dado um espaco topoldgico, as vizinhanc¢as de um ponto nesse espago
descrevem a estrutura local dele em torno do ponto. Conforme vimos na Aula 4,
os sistemas de vizinhangas desses pontos satisfazem duas propriedades algébricas
fundamentais: sao fechadas por intersecoes finitas e por superconjuntos. A nocao
abstrata que captura exatamente essas duas propriedades, sem referéncia a nenhum
espago topoldgico subjacente, ¢ a de filtro. Nesta primeira parte da aula, definiremos
filtros e bases de filtros, apresentaremos os primeiros exemplos e estabeleceremos um
critério pratico para reconhecer bases de filtros.

Definigao 14.1 (de filtro e de base de filtro). Dado um conjunto nao vazio X, um
filtro em X é uma familia prépria de subconjuntos, F C P(X), satisfazendo:

(i) Se A,B € F, entao AN B € F.
(ii) Se Ac Fe AC B, entao B € F.

Uma base de filtro em X é uma familia de subconjuntos, B C P(X), tal que
(B) :={A € P(X) | B C A para algum B € B}

¢ um filtro em X. Neste caso, (B) é chamado de filtro gerado por B.

Observe que todo filtro em X contém o subconjunto X. De fato, se F é um filtro
em X, entao F é uma familia nao vazia de subconjuntos de X. Ou seja, existe
S € F. Como S C X, segue da condigao (ii) da Defini¢ao 14.1 que X € F. Observe
também que toda subfamilia de P(X) que contém o subconjunto vazio nao é uma
base de filtro em X. De fato, se () pertencesse a um filtro, pela condi¢ao (ii) da
Definicao 14.1, todo subconjunto de X pertenceria a esse filtro. Isso faria com que
o filtro nao fosse uma subfamilia prépria de P(X). Analogamente, toda subfamilia
de P(X) que contém subconjuntos disjuntos entre si tampouco é uma base de filtro
em X (pelas condigoes (i) e (ii) da Defini¢ao 14.1).

Essas observacoes estabelecem as restricoes mais imediatas sobre quais familias
podem ser filtros. Para desenvolver mais intuicao sobre esses conceitos, vejamos
como eles se manifestam em conjuntos pequenos.

Exemplo 14.2. Considere um conjunto X = {e} com um elemento. Neste caso,
P(X) = {0, X}. Assim, o tnico filtro em X é {X}, pois toda outra subfamilia de
P(X) contém o subconjunto (.

No exemplo acima, a unicidade do filtro decorre do fato de X ter apenas um

elemento. Quando X tem dois elementos, surgem mais possibilidades.
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Exemplo 14.3. Considere um conjunto X = {a, b} com dois elementos. Neste caso,
observe que P(X) = {0, {a}, {b}, X} e que os filtros em X sdo:

{{a}, X}, {b}. X} e {X},
pois todas as outras contém o conjunto vazio, ou subconjuntos disjuntos, ou nao
contém X.

O proximo exemplo apresenta as bases de filtros mais simples de serem cons-
truidas.

Exemplo 14.4. Dado um conjunto nao vazio X, para todo subconjunto nao vazio
S de X, a subfamilia B = {S} C P(X) é uma base de filtro em X. De fato,
B)={Y C X |SCY} éum filtro em X:

(i) Se S C Y7, Y,, entdo S C Y] NYs;
(ii) se SC Yy eY; CYs, entao S C Ya.

Esses filtros ({S}), com S # (), sdo chamados de principais.

O préximo exemplo conecta a teoria abstrata de filtros a topologia: ele mostra
que os sistemas de vizinhancgas de pontos em espagos topoldgicos sao filtros.

Exemplo 14.5. Considere um espago topolégico (X, 7). Lembre do Lema 4.7 que,
para cada x € X, o sistema de vizinhancas U, forma um filtro em X. Além disso,
toda base de vizinhangas B, de x é uma base de filtro em X com (B,) = U,. De
fato, pela Definicao 4.8, para todo U € U,, existe B € B, tal que B C U. Isso
mostra que U, C (B,). Por outro lado, B € B, e BC Y, entdo z € B° C Y°. Isso
implica que Y € U, e mostra que (B,) C U,.

Os exemplos anteriores sugerem que hd uma maneira mais simples de verificar
se uma familia é uma base de filtro, sem precisar calcular explicitamente o filtro
gerado. O lema a seguir fornece exatamente esse critério.

Lema 14.6. Seja X um conjunto nao vazio. Uma subfamilia prépria B C P(X) é
uma base de filtro em X se, e somente se, () ¢ B e, para todos By, By € B, existe
B3 € B tal que B3 C B; N By.

Demonstracao. Vamos comecgar demonstrando a parte somente se. Para isso, supo-
nha que B seja uma base de filtro em X. Como observado acima, () ¢ B. Além
disso, pela Defini¢ao 14.1, (B) é um filtro em X. Assim, se By, By € B C (B), entao
By N By € (B). Ou seja, existe By € B tal que By C B; N Bs.

Agora vamos demonstrar a parte se. Para isso, suponha que () ¢ B e que, para
todos By, By € B, existe Bs € B tal que B3 C B; N By. Queremos mostrar que (B)
é um filtro em X. Primeiro, observe que (B) # P(X), pois ) € (B). Agora vamos
verificar que (B) satisfaz as condigoes (i) e (ii) da Defini¢ao 14.1:

(i) Se Y1,Y; € (B), entao existem Bj, By € B tais que By C Y; e By C Y, Por
hipdtese, existe By € B tal que B3 C B; N By C Y] NY,. Isso implica que
YiNnY; e (B).
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(ii) Se Y7 € (B) e Y7 C Y5, entao existe B € B tal que B C Y;. Como Y; C Y5,
isso implica que B C Y3 e, consequentemente, que Y € (B). O

Agora que nés definimos filtros e bases de filtros, vamos definir suas convergéncias.
Enquanto redes generalizam sequéncias indexando-as por conjuntos dirigidos, filtros
capturam a mesma ideia de forma dual: em vez de especificar os termos da rede,
especificamos os conjuntos que contém todos os termos a partir de certo ponto.

Definigao 14.7 (de convergéncia de filtro). Dados um espago topoldgico X, uma
base de filtro B em X, um filtro F em X e um ponto p € X, dizemos que F converge
para p quando U, C F, e dizemos que B converge para p quando, para todo U € U,
existe B € B tal que B C U.

A definicao é uma formalizacao da ideia de que convergir para um ponto p signi-
fica “se aproximar” de p no sentido de caberem em qualquer vizinhanca de p. Os
exemplos a seguir ilustram essa no¢ao em casos concretos.

Exemplo 14.8. Considere um espaco topoldgico nao vazio X. Lembre do Exem-
plo 14.5 que, para todo x € X, o sistema de vizinhancas U, é um filtro em X. Pela
Defini¢ao 14.7, U, é o menor filtro (no sentido da inclusdo) que converge para x:
qualquer filtro F que converge para x deve satisfazer U, C F.

O préximo exemplo mostra um filtro pode convergir para mais de um ponto
simultaneamente.

Exemplo 14.9. Considere o conjunto X = {a, b} munido da topologia de Sierpinski
7 ={0,{a}, X}. Lembre que U, = {{a}, X} e Uy, = {X}. Vamos analisar quais dos
filtros em X convergem para quais pontos (ver Exemplo 14.3):

e F = {{a}, X} é um filtro que converge para a (pois U, = F) e também converge
para b (pois U, = {X} CF).

o F = {{b}, X} é um filtro que converge para b (pois U, = {X} C F), mas nao
converge para a (pois {a} € U, e {a} ¢ F).

e F = {X} é um filtro em X que converge para b (pois U, = {X} C F), mas nao
converge para a (pois {a} € U, e {a} ¢ F).

Os exemplos acima mostram que a convergéncia de um filtro em um espaco to-
polégico depende nao s6 do filtro, mas também da topologia do espaco. O lema a
seguir fornece dois critérios técnicos que serao tteis nas demonstragoes subsequen-
tes: o primeiro diz que um filtro “mais fino” herda a convergéncia e o segundo diz
que um filtro e sua base de filtro convergem ou nao convergem simultaneamente.

Lema 14.10. Sejam X um espacgo topoldgico nao vazio, B uma base de filtro em X
e p um ponto em X.

(a) Se B converge para p e B’ é uma base de filtro em X tal que, para todo B € B,
existe B’ € B satisfazendo B’ C B, entao B’ converge para p.

(b) O filtro (B) converge para p se, e somente se, a base B converge para p.
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Demonstracao. (a) Dado U € U,, queremos mostrar que existe B’ € B’ tal que
B’ C U. Para isso, comece observando que, como B converge para p, entao
existe B € B tal que B C U. Depois, lembre que, por hipétese, existe B’ € B
tal que B C B C U. Isso mostra que existe B’ € B’ tal que B’ C U e,
consequentemente, que B’ converge para p.

(b) Para demonstrar a parte somente se, suponha que (B) convirja para p, ou seja,
suponha que U, C (B). Isso significa que, para toda U € U, existe B € B tal
que B C U. Portanto, B converge para p. Agora, para demonstrar a parte se,
suponha que B convirja para p. Isso significa que, para toda U € U,, existe
B € B tal que B C U. Portanto, U, C (B), ou seja, (B) converge para p. O

O lema anterior mostra, em particular, que a convergéncia de um filtro e a de
qualquer uma de suas bases sao equivalentes. Isso torna as bases de vizinhancas
especialmente convenientes como bases de filtros: o exemplo a seguir confirma que
qualquer base de vizinhancas de um ponto converge para esse ponto e que qualquer
base de filtro mais fina também converge.

Exemplo 14.11. Considere um espagco topoldgico nao vazio X e um ponto x € X.
Lembre do Exemplo 14.5 que toda base de vizinhangas B, de x é uma base de filtro
em X, com (B,) = U,. Segue do Lema 14.10(b) que B, converge para x. Além
disso, pelo Lema 14.10(a), toda base de filtro B em X tal que, para todo B € B,,
existe B’ € B tal que B’ C B, também converge para .

Agora que nés definimos filtros, bases de filtros e quando eles convergem, vamos
estabelecer os dois resultados principais que conectam a teoria de filtros ao restante
da topologia geral. O primeiro relaciona a convergéncia de filtros com a operagao de
fecho: um ponto pertence ao fecho de um conjunto Y se, e somente se, existe um filtro
contendo Y que converge para esse ponto. O segundo mostra que a continuidade de
uma funcao equivale a preservar a convergéncia de bases de filtros.

Proposicao 14.12. Sejam X um espago topoldgico nao vazio e Y um subconjunto
de X. Um ponto p € X pertence a Y se, e somente se, existe um filtro F em X tal
que Y € F e F converge para p.

Demonstracao. Para comecar, observe que, se Y = (), entao Y = (). Assim, nesse
caso, nao existem pontos pertencentes a Y e nao existem filtros que contém Y.
Assim, para o restante dessa demonstracao, nds vamos supor que Y # ().

Agora vamos demonstrar a parte somente se. Para isso, suponha que Y # () e que
p € Y. Vamos mostrar que B={UNY | U € U,} é uma base de filtro em X que
converge para p. Para mostrar que B é uma base de filtro em X, comece observando
que ¢ B. De fato, como p € Y, pela Proposicao 5.16 temos que U N'Y # () para
toda U € U,. Observe também que, se By, By € B, entao B; N By € B também. De
fato, se Uy, U, € U, forem vizinhangas de p tais que By = U1 NY e By = U, NY,
teremos que By N By = (U; NU;) NY. Como U; N Us; também é uma vizinhangas
de p (ver Lema 4.7(a)), concluimos que By N By € B. Pelo Lema 14.6, isso implica
que B é uma base de filtro em X. Para mostrar que B converge para p, basta notar
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que, para toda U € U, temos que UNY € Be UNY C U. Como B ¢ uma base de
filtro que converge para p, segue do Lema 14.10(b) que (B) é um filtro que converge
para p.

Agora vamos demonstrar a parte se. Para isso, suponha que F seja um filtro em
X que converge para p e tal que Y € F. Pela Defini¢ao 14.7, temos que U, C F, ou
seja, que U € F para todo U € U,. Dai, da hipdtese que Y € F e da Defini¢ao 14.1,
segue que UNY € F e, consequentemente, que U NY # (), para toda U € U,. Pela
Proposicao 5.16, isso implica que p € Y. [l

A proposicao anterior caracteriza o fecho em termos de convergéncia de filtros. A
proposicao a seguir estabelece um resultado analogo para continuidade, mostrando
que uma fungao é continua em um ponto se, e somente se, preserva a convergencia
das bases de filtros que convergem para esse ponto.

Proposicao 14.13. Sejam X e Y dois espacos topoldgicos, x um ponto de X e
f X — Y uma funcao.

(a) Se B é uma base de filtro em X, entao f(B) := {f(B) | B € B} é uma base de
filtro em Y.

(b) A fungao f é continua em z se, e somente se, para toda base de filtro B em X
que converge para x, a base de filtro f(B) converge para f(x).

Demonstragao. (a) Para mostrar que f(B) é uma base de filtro em Y, vamos usar
o Lema 14.6. Para verificar que () ¢ f(B), comece observando que f(B) = () se,
e somente se, B = ). Como B é uma base de filtro em X, seque que () ¢ B e,
consequentemente, que () ¢ f(B). Agora vamos mostrar que, se C,Cy € f(B),
entdo existe C5 € f(B) tal que C3 C C; N Cy. Para isso, fixe C1,Cy € f(B) e
escolha By, By € B tais que C; = f(By) e Cy = f(By). Como B é uma base de
filtro, entao existe Bs € B tal que B3 C BN By. Tomando C5 := f(Bs), temos:

Isso garante que f(B) é uma base de filtro em Y.

(b) Vamos comecar mostrando a parte somente se. Para isso, suponha que f é uma
funcao continua em z e fixe uma base de filtro B que converge para x. Queremos
mostrar que a base de filtro f(B) converge para f(x). Pelo Lema 6.5, para todo
V€ Uy, existe U € U, tal que f(U) € V. Como B é uma base de filtro
que converge para x, também existe B € B tal que B C U. Assim, para todo
V € Uy, existe B € B tal que f(B) C V. Isso significa que f(B) converge
para f(x).

Agora vamos mostrar a parte se. Para isso, suponha que, para toda base de
filtro B que converge para z, a base de filtro f(B) converge para f(z). Como
U, é uma base de filtro em X que converge para x (ver Exemplo 14.11), por
hipétese, f(U,) converge para f(x). Ou seja, para todo V &€ Uy, existe
U € U, tal que f(B) C V. Pelo Lema 6.5, isso significa que a fungao f é
continua em . 0
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Vamos concluir essa aula propondo alguns exercicios que exploram a relagao entre
filtros e outras estruturas topoldgicas estudadas anteriormente. Os trés primeiros
tratam de subespacos, produtos e quocientes, respectivamente. Os dois ultimos
estabelecem a equivaléncia entre redes e filtros.

Exercicio 14.1. Sejam X um espaco topolédgico, Y um subespago topoldgico de X
e p um ponto de Y.

(a)
(b)
()

Se B é uma base de filtro em Y que converge para p, mostre que B também é
uma base de filtro em X que converge para p.

Se B é uma base de filtro em X tal que BNY # () para todo B € B, mostre
que By :={BNY | B € B} é uma base de filtro em Y.

Se B é uma base de filtro em X que converge para p e tal que BNY # () para
todo B € B, mostre que By também converge para p.

Resolugao (Daniel). (a) Seja B uma base de filtro em Y que converge para p. Pelo

Lema 14.6 e pela Defini¢ao 14.7, isso significa que:
e BCP(Y)el¢B,

e para todos By, By € B, existe B3 € B tal que B3 C B; N By,

e para toda vizinhanga U € U, y, existe B € B tal que B C U.

Para mostrar que B é uma base de filtro em X, comece observando que, como
Y é um subconjunto de X, entao P(Y) C P(X). Dai e dos dois primeiros pontos
acima, obtemos: que B C P(X), que () ¢ B e que, para todos By, B, € B, existe
B3 € B tal que B; C B; N By. Pelo Lema 14.6, isso significa que B é uma base
de filtro em X.

Para mostrar que essa base de filtro também converge para p em X, preci-
samos mostrar que, para toda vizinhanca V' € U, x de p em X, existe B € B
tal que B C V. Para isso, comece fixando uma vizinhanca V' € U, x. Pela
Proposigao 7.8(b), V' NY é uma vizinhanga de p em Y. Dali e do terceiro ponto
acima, segue que existe B € B tal que B C VNY. Consequentemente, B C V.
[sso mostra que B converge para p em X também.

Para mostrar que By é uma base de filtro em Y, comece observando que By C
P(Y) por defini¢ao, e que O ¢ By por hipitese. Agora, vamos mostrar que,
para todos C7, Cy € By, existe C3 € By tal que C3 C C; N Cs. Pelo Lema 14.6,
isso implicara que By é uma base de filtro em Y.

Dados C1, Cy € By, existem By, By € B, tais que, C7 = B1NY e Cy = BoNY
(pela definigao de By). Como B;, By € B e B é uma base de filtro em X,
pelo Lema 14.6, existe By € B tal que B3 C By N By. Assim, se definirmos
C5:= B3NY, teremos que C3 € By e

Pelo Lema 14.6, isso implica que By é uma base de filtro em Y.

Pelo item (b), By é uma base de filtro em Y. Vamos mostrar que, se B converge
para p € Y, entao By também converge para p. Para isso, precisamos mostrar
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que, para toda vizinhanga V € U, y, existe C' € By tal que C' C V. Assim,
comece fixando V' € U, y. Pela Proposi¢ao 7.8(b), existe uma vizinhanga U €
U, x tal que V.=UNY. Como a base de filtro B converge para p em X (por
hipétese), existe B € B tal que B C U. Assim, se definirmos C' := BNY,
teremos que C € By e C = BNY CUNY = V. Isso mostra que a base de
filtro By converge para p em Y. 0J

Exercicio 14.2. Seja {X;};c; uma familia de espagos topoldgicos e X = [[..; X; o

espago produto.

(a)

(b)

Mostre que, se B; for uma base de filtro em X; que converge para um ponto
x; € X; para cada i € I, entdo B := {[[,., B; | B; € B; para todo i € I} é uma
base de filtro em X que converge para o ponto xy € X dado por x(i) = x; para
todo ¢ € I.

Mostre que, se B for uma base de filtro em X que converge para um ponto
X € X, entao m;(B) := {m(B) | B € B} é uma base de filtro em X; que
converge para o ponto x(i) € X; para todo i € 1.

Resolugao. (a) Primeiro mostramos que B é uma base de filtro em X usando o

Lema 14.6. Como () ¢ B; para todo i € I, temos [[,.; B; # 0 para quaisquer
B; € B, logo 0 ¢ B. Dados [[,c; Bi1 e [[,c; Bi2 em B, como cada B; é uma
base de filtro, existe B;3 € B; tal que B;3 C B;; N B;2 para cada 7 € I.
Entao [[,.; Bis € Be [[,c; Bis € [Lic,(Bin N Biz) = (I1e; Bin) N (I Lies Bi2)-
Portanto, B é uma base de filtro em X.

Agora mostramos que B converge para x. Dada U € U,, como a topologia
produto tem abertos basicos da forma Hie ; A; onde A; = X, para todo 7 exceto
em um conjunto finito J C I, existe tal produto aberto com x € [],.; 4; C U,
onde A; é aberto em X; para todo i € J e A; = X; para i ¢ J. Como
x; = x(i) € A; e cada A; é aberto, A; € U,, para i € J. Como B, converge
para x;, existe B; € B, tal que B; C A; para i € J; para ¢ ¢ J, tome B; € B;
qualquer. Entao [[,.; B; € Be [[,c; Bi € [l,c; Ai € U. Portanto, B converge
para .

O fato de que m;(B) é uma base de filtro em X; segue da Proposicao 14.13(a).
Para mostrar que 7;(B) converge para x(i), fixe i € I e U; € Uyy). Logo,
o conjunto 7; *(U;) = U; x [1;. X; ¢ uma vizinhanga de x em X. Como B
converge para X, existe B € B tal que B C m; '(U};), e portanto m;(B) C U;.
Logo ;(B) converge para x(7). O

Exercicio 14.3 (Israel). Sejam X e Y dois espagos topoldgicos e p : X — Y uma
aplicacao quociente.

(a)
(b)

Mostre que, se B for uma base de filtro em X que converge para um ponto x,
entao p(B) é uma base de um filtro em Y que converge para p(x).

Sejam y € Y e x € X tal que p(x) = y. Dada uma base de filtro B em Y que
converge para y € Y, construa uma base de filtro B em X que convirja para x.
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Exercicio 14.4. Sejam (N, <) um conjunto dirigido ndo vazio, X um espaco to-
poldgico nao vazio, e x : N — X uma rede em X.

(a) Paracadan € N, defina B,, := {x(m) | m > n}. Mostre que B := {B,, | n € N}
¢ uma base de filtro em X.

(b) Dado p € X, mostre que a rede x converge para p se, e somente se, a base de
filtro B converge para p.

Resolugao (Mateus). (a) Para mostrar que B é uma base de filtro em X, vamos
mostrar que B # (), que () ¢ B e que, para todos By, By € B, existe B; € B tal
que B3 C By N By. Pelo Lema 14.6, isso implicard que B é uma base de filtro
em X.

Como N é um conjunto nao vazio, entao a familia B também é nao vazia.
Além disso, como X, N # (), z é uma funcao N — X e < é uma pré-ordem em
N, entao B,, # ) para todo n € N. Agora sejam ni,n, € N. Para construir
ns € N tal que B,,, C B,, NB,,, lembre da defini¢ao de conjunto dirigido existe
[ € N tal que n; <[ eny <Il. Observe que, se x(m) € Bj, entao n; <l <m e
ne <1 < m. Dal e da transitividade de <, segue que z(m) € B,,, e x(m) € B,,.
Assim, se tomarmos n3 = [, obtemos que B,, C B,, N B,,. Dessa forma, segue
do Lema 14.6 que B é uma base de filtro em X.

(b) (=): Suponha que a rede = converge para um ponto p em X. Por defini¢ao,
isso significa que, para toda vizinhanga V' de p, existe ng € N tal que z(n) € V
para todo n € N tal que ny < n; ou seja, tal que B,, = {z(n) | ng < n} C V.
Portanto, pela Definicao 14.7, a base de filtro B converge para p.

(«<): Suponha que a base de filtro B converge para um ponto p em X. Por
defini¢ao, isso significa que, para toda vizinhanca V' de p, existe n € N tal que
B, CV. Como B, = {z(m) | n < m}, ainclusao B, C V significa exatamente
que z(m) € V para todo m € N tal que n < m. Ou seja, para toda vizinhanga
V de p, existe n € N tal que x(m) € V para todo m € N tal que n < m. Por
defini¢ao, isso significa que a rede x converge para p. 0]

Exercicio 14.5. Sejam X um espaco topoldgico e B uma base de filtro em X.
(a) Considere o conjunto N := {(b,B) | b € B e B € B}, munido da relagao:
(b,B) < (V/,B'") < BD2DB.

Mostre que (N, <) é um conjunto dirigido.

(b) Considere um ponto p € X earede x : N — X dada por z(b, B) = b para todo
(b, B) € N. Mostre que a base de filtro B converge para p se, e somente se,
converge para p.

Resolugao (Roger). (a) Para mostrar que o par (NN, <) é um conjunto dirigido, pre-
cisamos mostrar que a relagao < satisfaz as condigoes (i)-(iii) da Definigao 12.7.
(i) Para todo (b, B) € N, temos que (b, B) < (b, B), porque B C B.
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(ii) Se (b, B), (v, B'), (b", B") € N forem tais que (b, B) < (0/,B") < (v, B”),
entao B” C B’ C B. Isso implica que B” C B e, consequentemente, que
(b, B) < (v, B").

(iii) Sejam (b1, By) e (b, By) € N. Como B é uma base de filtro em X, existe
B3 € B tal que B3 C B; N By. Além disso, como B é uma base de filtro
em X, entao By # (), ou seja, existe algum elemento by € Bs. Assim,
temos que (b3, Bs) € N, (b1, By) < (b3, B3) e (by, B2) < (b3, B3).

Isso mostra que a relagao < satisfaz as condigdes (i)-(iii) da Definigdo 12.7 e,
consequentemente, que (N, <) é um conjunto dirigido.

(b) (=): Suponha que a base de filtro B converge para p. Queremos mostrar que
a rede z também converge para p, ou seja, queremos mostrar que, para toda
vizinhanga V' de p, existe ng € N tal que x,, € V para todo n € N tal que
no < n. Para isso, comece fixando uma vizinhanga V' de p. Como o filtro B
converge para p, existe B € B tal que B C V. Além disso, como B é uma
base de filtro em X, tal B é nao vazio, ou seja, existe algum elemento b € B.
Assim, se tomarmos ngy := (b, B), teremos que: nyg € N (porque b € B € B)
e,sen = (I/,B’) € N for tal que ny < n, entdo z, = € B C B C V. Isso
mostra que a rede x converge para p.

(«<): Suponha que a rede = converge para p. Queremos mostrar que a base
de filtro B também converge para p, ou seja, queremos mostrar que, para todo
U € U,, existe B € B tal que B C U. Para isso, comece fixando U € U,. Como
a rede x : N — X converge para p, existe ng € N tal que x,, € U para todo
n € N tal que ng < n. Denote ny por (b, B). Para mostrar que B C U, comece
observando que ng < (0, B) para todo b’ € B (porque B C B). Isso implica
que b’ = xw gy € U para todo V' € B, ou seja, que B C U. Isso mostra que a
base de filtro B converge para p. O



AuLA 15

Nesta aula, estudaremos o primeiro azxioma de separagao: condicoes adicionais que
podem ser impostas a um espago topoldgico para controlar como seus pontos sao
separados pela topologia. O axioma mais elementares, Ty, exige que, para quaisquer
dois pontos distintos exista ao menos uma vizinhanca que os separa, ou que cada
ponto possua uma vizinhanga que exclui o outro. Veremos o axioma T de forma
mais precisa, o ilustraremos com exemplos concretos, e estudaremos como ele se
comporta sob a restricao a subespacos, sob o produto de espacos e sob a imagem de
funcoes.

15.1. Espagos TO0. A condicao Ty é o axioma de separagao mais fraco. Ele pede
apenas que, dados dois pontos distintos, ao menos um deles possua uma vizinhanca
que nao contém o outro. Embora fraca, essa condicao ja exclui espacos como o
munido da topologia trivial (em que nenhum ponto pode ser separado do outro),
e serda a base sobre a qual os axiomas mais fortes serao construidos ao longo das
proximas aulas.

Definigao 15.1 (de espago Tp). Um espago topolégico nao vazio X é dito 7; quando:
para quaisquer dois pontos distintos z,y € X, existe U € U, tal que y ¢ U, ou existe
Vel,talquex ¢ V.

Os exemplos a seguir ilustram quais espagos satisfazem (ou nédo) a condicao Tp.
Comecamos com o0s casos mais simples, que ja conhecemos: os espagos com dois
pontos.

Exemplo 15.2. Considere um conjunto com dois elementos, X = {a,b}. Lembre
que, a menos de homeomorfismos, as tunicas topologias em X sao: a trivial, a de
Sierpinski e a discreta. Vamos determinar quais delas sao Tj:

e Topologia trivial. Lembre que, neste caso, a topologia em X é 7 = {(), X} e os
sistemas de vizinhancas dos elementos de X sao U, = {X} e U, = {X}. Como
a Unica vizinhanca de a é uma vizinhanca de b e a Unica vizinhanca de b é uma
vizinhanga de a, entao X munido da topologia trivial nao é um espago Ty.

e Topologia de Sierpinski. Considere a topologia de Sierpinski 7 = {0, {a}, X}.
Observe que U, = {{a}, X} e Uy = {X}. Como {a} € U, e b ¢ {a}, a condicao
Ty é satisfeita para x = a e y = b. Logo X munido da topologia de Sierpinski é
um espago 1j.

e Topologia discreta. Lembre que, neste caso, {a} € U, e b ¢ {a}. Analogamente,
{b} € Up e a ¢ {b}. Logo, X munido da topologia discreta é um espaco Tp.

O exemplo acima, além de verificar quais topologias no conjunto com dois ele-
mentos satisfaz o axioma Ty, mostra que esse axioma de separabilidade nao exige
simetria na separacao: no espaco de Sierpinski, é o ponto a que se distingue de b,
mas nao o contrario. O resultado a seguir estabelece caracterizacoes alternativas

para um espago topologico ser Tj.
118
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Proposigao 15.3. Seja X um espago topoldgico nao vazio. As seguintes condigoes
sao equivalentes:

(a) X é T().
(b) para quaisquer dois pontos distintos z,y € X, temos que U, # U,,.
(c) para quaisquer dois pontos distintos z,y € X, temos que m =+ m

Demonstragao. (a) = (b): Se X for um espago topolégico Ty, entdo, para quaisquer
dois pontos distintos z,y € X, existe U € U, tal que U ¢ U, ou existe V € U,
tal que V' ¢ U,. No primeiro caso, terfamos que U € U, \ U,, e no segundo caso,
terfamos que V' € U, \ U,. Em ambos os casos, temos que U, # U,.

(b) = (c¢): Sejam x e y dois pontos distintos de X e suponha que U, # U,.
Isso significa que existe U € U, tal que U ¢ U,, ou existe V' € U, tal que V ¢ U,.
Sem perda de generalidade, vamos assumir que seja o primeiro caso e vamos escolher
UelU,talque U ¢ U,. Como U ¢ U,, entdo y ¢ U°. Ou seja, U° é uma vizinhanca
de z tal que U° N {y} = 0. Pela Proposicao 5.16, isso implica que z ¢ {y}. Como
z e {z} C{z} ez ¢ {y}, concluimos que {z} # {y}.

(¢) = (a): Sejam z e y dois pontos distintos de X e suponha que {z} # {y}
Isso significa que existe z € {z} tal que z ¢ {y}, ou existe z € {y} tal que z ¢ {x}.
Sem perda de generalidade, vamos supor que seja o primeiro caso e vamos fixar um
elemento z € {z} tal que z ¢ {y} Como {y} é fechado, entdo A := X \ {y} ¢é aberto
em X. Além disso, como z ¢ {y}, entdo z € A. Em particular, A é uma vizinhanca
de z. Dai, do fato que z € {z} e da Proposicao 5.16, segue que AN{z} # 0, ou seja,
x € A. Portanto, A é uma vizinhanca de x que nao contém y. Isso garante que X
¢ um espaco Tj. 0

O resultado a seguir mostra que ser T é uma propriedade estavel sob subespacos
e produtos.

Proposicao 15.4. (a) Sejam X um espago topolégico nao vazio e S um subespago
topoldgico nao vazio de X. Se X é Ty, entao S também é Ty.

(b) Seja {X;}ic; uma familia ndo vazia de espagos topoldgicos nao vazios. O espago
topolégico produto [[,.; X; é Ty se, e somente se, os espacos topoldgicos X; sao
Ty para todo @ € I.

Demonstragao. (a) Sejam x,y € S dois pontos distintos. Como z,y € X e X é
Ty, existe uma vizinhanca de x ou uma vizinhanca de y em X que exclui o
outro ponto. Suponha, sem perda de generalidade, que exista U € U, x tal que
y ¢ U. Entao UNS € U, 5 (pela definicao da topologia induzida) e y ¢ UNS.
Portanto S é Tj.

(b) Para mostrar a parte somente se, suponha que [],., X; seja um espago Tj.
Queremos mostrar que X; é Ty para todo ¢ € I. Para isso, fixe i € I e suponha
que z; e y; sao dois pontos distintos em X;. Queremos construir U; € U,, x, tal
que y; ¢ U;. Para isso, escolha x € 7; '(z;) e defina v € [[,.; X; da seguinte
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forma: (i) = y; e v(j) = x(j) para todo j # i. Como z; # y;, entdo x # 7.
Como [],.; X; é um espaco Tj por hipétese, entao existe uma vizinhanca U € U,
tal que v ¢ U, ou existe uma vizinhanca V' € U, tal que x ¢ V. Vamos supor,
sem perda de generalidade, que seja o primeiro caso. Como U € U,, entao,
para cada ¢ € I, existe um aberto 4; C X, tal que x € [[;,.; 4; € U. Como
v¢ Aer(j) = x(j) € A; paratodo j # i, entdo v(i) ¢ A;. Ouseja, A; € Uy, x,
e y; ¢ A;. Isso mostra que X; é Tp.

Para mostrar a parte se, suponha que X; é um espaco topoldgico Ty para
todo i € I. Depois, fixe dois pontos distintos, = e y, em [[,.,; X;. Como x # v,
existe i € I tal que z; # y;. Como X; é Ty por hipdtese, existe uma vizinhanga
U; de z; em X; tal que y; ¢ U;, ou existe uma vizinhanga V; de y; em X; tal que
x; ¢ V;. Sem perda de generalidade, suponha que seja o primeiro caso. Nesse
caso, observe que m; '(U;) é uma vizinhanga de = em [[,.; X; que ndo contém
y. De fato, como m; é uma funcao continua (ver Proposicao 9.5(a)) e U; é uma
vizinhanca de z;, os Lemas 6.5 e 4.7(b) implicam que 7; *(U;) é uma vizinhanca
de z. Além disso, como m;(y) = y; ¢ Uy, entdo y ¢ 7, *(U;). Isso mostra que
[L.c; Xi ¢ um espago Tp. O

A proposicao acima garante estabilidade de Ty sob subespagos e produtos. Quanto
a imagens por fungoes, a situacao ¢ mais delicada: como o exemplo a seguir mostra,
uma imagem continua e sobrejetora de um espacgo Tj nao precisa ser 7j, mesmo que
a funcao seja a identidade.

Exemplo 15.5. Vamos mostrar que uma imagem por uma fungao continua de um
espaco topoldgico Ty nao necessariamente é Ty. Para isso, considere o conjunto
X = {a,b} e as topologias 7 = {0, {a}, {b}, X} (discreta) e 7/ = {0, X} (trivial).
Como a topologia 7 é mais fina que 7/, entao idy : (X,7) — (X,7’) é uma funcao
continua e sobrejetora. Pelo Exemplo 15.2, (X, 7) é Ty, mas (X, 7’) ndo é Tj.

Por outro lado, impor condigoes adicionais sobre uma fungao pode garantir que a
propriedade Tj seja preservada. Vamos concluir essa primeira parte da aula enunci-
ando um exercicio que pede para mostrar que a condicao de ser fechada, combinada
com a sobrejetividade, garante que a fungao preserve esse axioma de separabilidade.

Exercicio 15.1. Encontre exemplos de dois espacos topologicos X e Y e uma fungao
f: X =Y tais que: X é Ty, f é fechada e sobrejetora, e Y nao é Tj.

Resolugao (Zyon). Comece considerando o conjunto dos numeros inteiros, Z, mu-
nido da topologia 7 definida por

7={0}U{(n,+0) | n € Z}.

A verificagao de que 7 é de fato uma topologia em Z é muito parecida com a de-
monstracao do Exercicio 3.1. Note que esse espaco topoldgico é Ty. De fato, dados
ny # ng € 7, temos que ny; < ng, ou que ny < ny. No primeiro caso, o aberto
(ny — 1, 400) contém nsy e nao contém ny; e no segundo caso, o aberto (ny — 1, +00)
contém n; e nao contém ns.
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Depois, considere o conjunto {0, 1} munido da sua topologia trivial. Pelo Exem-
plo 15.2; esse espago topoldgico nao é Tj.

Por fim, considere a funcao f : Z — {0, 1} dada por:

f(n) = {O, se n é par

1, sen éimpar.

E evidente que essa funcgao é sobrejetora. Para concluir o exercicio, vamos verificar
que f também é fechada. Para isso, comece observando que os fechados nao vazios
de X tém a forma (—oo,n), para algum n € Z. Assim, cada fechado nao vazio
contém ao menos um numero par e um namero impar. Isso implica que a imagem
de qualquer fechado nao vazio por f serd exatamente {0,1}, que é fechado (na
topologia trivial).

Isso mostra que f é uma funcao sobrejetora e fechada. Além disso, temos que Z
é um espago Ty, quando munido da topologia 7, e que {0, 1} é um espaco que nao é
Ty, quando munido da sua topologia trivial. 0



AuLA 16

16.1. Espacgos T1. Nessa aula, vamos apresentar os espacos topologicos T7. O
axioma 77 fortalece a condicao do axioma Tj exigindo que a separacao seja simétrica:
dados dois pontos distintos x e y, deve existir uma vizinhanca de x que exclui y e,
simultaneamente, uma vizinhanca de y que exclui . Veremos que essa condicao é
equivalente a pedir que todo conjunto com um elemento seja fechado, o que fornece
uma caracterizacao elegante e muito 1til em demonstracoes.

Definigao 16.1 (de espago 77). Um espago topolégico nao vazio X é dito 7 quando:
para quaisquer dois pontos distintos z,y € X, existem U € U, e V € U, tais que
UgU,eV ¢U,.

Observacao 16.2. Todo espaco topolégico T} é Ty. De fato, se X é um espaco
topologico 17, para quaisquer dois pontos distintos x,y € X, existem U € U, e
V elU, taisque U ¢ U, e V ¢ U,. Em particular, U, # U,. Pela Proposicao 15.3,
isso significa que X também é Tj.

Como observado acima, todo espaco T} é Ty também. Mas a volta nao é ver-
dadeira. O exemplo a seguir determina completamente quais das topologias num
conjunto de dois elementos sao 17 e, em particular, mostra que a topologia de Sier-
pinski é Ty, mas nao ¢é Tj.

Exemplo 16.3. Considere o conjunto X = {a,b}. Lembre que, a menos de home-
omorfismos, as unicas topologias em X sao: a trivial, a de Sierpinski e a discreta.
Vamos determinar quais delas sao 77:

e Topologia trivial. Como o conjunto X munido da topologia trivial nao é T,
pela contrapositiva da Observacao 16.2, ele também nao pode ser T.

e Topologia de Sierpinski. Considere a topologia de Sierpinski 7 = {0, {a}, X}.
Observe que U, = {{a}, X} e U, = {X}. Como a tnica vizinhanga de b é X,
que contém a, nao existe vizinhanca de b que exclua a. Portanto o conjunto X
munido da topologia de Sierpinski nao é um espaco T7. Observe que esse é um
exemplo de espago Ty que nao é T.

e Topologia discreta. Observe que, neste caso, {a} é uma vizinhanca de a que nao
contém b e {b} é uma vizinhanga de b que nao contém a. Portanto o conjunto
X munido da topologia discreta ¢ um espaco 7.

O exemplo a seguir mostra que os espacos métricos sao 77.

Exemplo 16.4. Suponha que (X,d) seja um espaco métrico. Dados dois pontos
distintos z,y € X, temos que d(z,y) > 0 (caso contrario, d(z,y) = 0 implicaria que
z =y). Tomando r = d(z,y)/2 > 0, as bolas abertas B(z,r) e B(y,r) satisfazem:
B(z,r) € Uy ey ¢ B(z,r); e B(y,r) € U, e x ¢ B(y,r). Portanto (X,d) é um

espago topoldgico T7.
122
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Os exemplos acima sugerem que os conjuntos com um elemento sao a chave para
entender o axioma de separabilidade T;. A proposicao a seguir torna essa intuigao
precisa, fornecendo uma caracterizagao que sera usada sistematicamente nas de-
monstragoes subsequentes.

Proposicao 16.5. Um espago topologico nao vazio X é T} se, e somente se, para
todo z € X, o conjunto {x} ¢ fechado.

Demonstracao. Para mostrar a parte somente se, suponha que X é Tj, e fixe um
elemento z € X. Queremos mostrar que {z} é um subconjunto fechado ou, equi-
valentemente, que X \ {z} é um subconjunto aberto de X. Pelo Lema 5.5(a), isso
equivale a mostrar que, para todo y # x, existe um aberto A em X tal que y € A
e x ¢ A. De fato, como X é um espago T por hipétese, entao, para todo y # x,
existe V € U, tal que V' ¢ U,, ou seja, tal que y € V° e z ¢ V°. Isso mostra que
X \ {x} é aberto e, consequentemente, que {z} é fechado em X.

Para mostrar a parte se, suponha que {z} seja um conjunto fechado para todo
x € X. Para mostrar que X é um espaco T} fixe dois elementos distintos z e y em
X. Como {z} é um subconjunto fechado e y # z, entdao X \ {z} é um subconjunto
aberto, que contém y e ndo contém . Assim, temos que X \{z} € U, e X\{z} ¢ U,.
Analogamente, como {y} é um subconjunto fechado e x # y, entao X \ {y} € U, e
X \{y} ¢ U,. Isso mostra que X ¢é um espaco 1. O

Com a caracterizacao via conjuntos de um elemento, as demonstragoes de es-
tabilidade de T} tornam-se bastante diretas. A proposi¢ao a seguir reine resul-
tados analogos aos da Proposicao 15.4, acrescidos da importante propriedade de
preservacao por fungoes fechadas.

Proposigao 16.6. (a) Sejam X um espago topolégico nao vazio e S um subespago
topologico nao vazio de X. Se X é T, entao S também é Tj.

(b) Seja {X;}ic; uma familia nao vazia de espagos topolégicos nao vazios. O espago
topolégico [],.; Xi é T} se, e somente se, X; é T} para todo i € I.

(c) Sejam X e Y dois espagos topologicos e f: X — Y uma fungdo. Se X for T} e
f for fechada e sobrejetora, entao Y também é Tj.

Demonstragao. As demonstragoes dos itens (a) e (b) sdo muito parecidas as demons-
tragoes dos itens da Proposigao 15.4. Assim, vamos demonstrar apenas o item (c).
Pela Proposi¢ao 16.5, basta mostrar que {y} é fechado para todo y € Y. Como
f é sobrejetora, para cada y € Y existe x € X tal que f(z) = y. Como X é Ty,
entdo {z} ¢ fechado pela Proposigao 16.5. Como f é fechada, entao f({z}) = {y} é
fechado em Y. Isso mostra que Y é um espaco T. O

Assim como para o axioma de separabilidade Ty, a condicao de T} nao é preservada
por imagens de fungoes abertas nem continuas em geral, mesmo que a funcao seja
sobrejetora. Os dois exemplos a seguir ilustram cada uma dessas situagoes.

Exemplo 16.7. Vamos mostrar que uma imagem por uma funcao aberta e sobre-
jetora de um espaco 77 nao necessariamente é 7). Considere a reta real R munida
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da sua topologia usual, considere o conjunto K = {1/n | n > 0} U {0} munido da
topologia induzida de R, considere o conjunto Y = {a,b} munido da topologia de
Sierpinski 7 = {0}, {b},Y'}, e considere a fungao

a, sezx =0,
f:K—=Y dadapor f(z)=
b, sex #0.
Observe que f é aberta e sobrejetora. Lembre do Exemplo 16.4 que R é um espaco
Ty (métrico). Dai e da Proposigao 16.6(a), segue que K é um espago 7;. No entanto,
no Exemplo 16.3, nés mostramos que Y nao é um espaco 7T;.

Exemplo 16.8. Vamos mostrar que uma imagem por uma funcao continua e so-
brejetora de um espacgo T} nao necessariamente é T7. Considere o conjunto com dois
elementos, X = {a,b}, munido da sua topologia discreta, 7 = {0}, {a}, {b}, X}, e da
sua topologia trivial, 7/ = {0, X}. Como 7 é mais fina que 7/, a fungao identidade
idyx : (X,7) = (X,7’) é continua e sobrejetora. Pelo Exemplo 16.3, (X, 1) é T}, mas
(X, 7') ndo é 7.

Os exercicios desta subsecao tém trés objetivos complementares. O primeiro
exercicio é de natureza computacional: pede para classificar topologias concretas
em R quanto as propriedades Ty e 17, permitindo consolidar os exemplos vistos ao
longo da aula. O segundo e o terceiro exploram como essas propriedades interagem
com refinamentos de topologias e com homeomorfismos, estabelecendo resultados
que serao uteis nas aulas seguintes.

Exercicio 16.1. Sejam X um conjunto nao vazio e 7,7’ duas topologias em X.

(a) Mostre que, se (X, 7) é Ty e 7/ é mais fina que 7, entao (X, 7’) é Tp.

(b) Mostre que, se (X,7) é Ty e 7/ é mais fina que 7, entao (X, 7') é T.

Resolugao (Celso). Antes de mostrarmos os dois itens desse exercicio, observe que,
se X for um conjunto nao vazio, x for um ponto em X e 7 C 7’ forem duas topologias
em X, entao toda vizinhanga do ponto x em relacao a topologia 7 também sera uma
vizinhanca de x em relacao a topologia 7. De fato, se U for uma vizinhanga de x
em relagdo a 7, isso significa que existe A € 7 tal que z € A C U (ver Definigao 4.1).
Como 7 C 7/, entao A € 7’ também e, consequentemente, U é uma vizinhanca de x
em relacao a 7/ também.

(a) Suponha que o espago topoldgico (X, 1) é Tj. Isso significa que, para quaisquer
dois pontos distintos z # y em X: ou existe uma vizinhanga U de x em relacao a
7 tal que y ¢ U, ou existe uma vizinhanca V' de y em relagao a 7 tal que = ¢ V.
Como a 7' é mais fina que 7, no primeiro caso, teremos que U é vizinhanca
de z em relagao a 7’ tal que y ¢ U, e no segundo caso, teremos que V' é uma
vizinhanga de y em relacao a 7’ tal que x ¢ V. Isso mostra que (X,7’) é um
espaco topoldgico Ty também.

(b) Suponha que o espago topolégico (X, 7) é T). Isso significa que, para quaisquer
dois pontos distintos  # y em X, existem uma vizinhanca U de z em relacao
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a T que nao ¢ uma vizinhanca de y em relacao a 7 e uma vizinhanga V' de y em
relacao a 7 que nao é uma vizinhanca de x em relacao a 7. Ou seja,

xelU’, yeU°, yeVex g Ve,

onde ° denota o interior dos respectivos subconjuntos em relacao a topologia 7.
Como U°,V° € 7 (ver Lema 5.5(a)) e 7 C 7/ por hipétese, entao U°, V° € 7'
Logo, U° é uma vizinhanga (aberta) de  que nao é uma vizinhanga de y em
relagdo a topologia 7/ e V° é uma vizinhanga (aberta) de y que nao é uma
vizinhanga de x em relagdo a topologia 7/. Isso mostra que (X, 7’) também é
um espago topologico 77. 0

Exercicio 16.2. Considere o conjunto R munido das seguintes topologias: discreta,
topologia K (Exercicio 3.2), de Sorgenfrey (Exemplo 3.5), usual (métrica), coenu-
meravel (Exemplo 13.6), cofinita (Exemplo 2.3), topologia do Exercicio 3.1, e trivial.
Determine quais dessas topologias sao Ty e quais sao 17.

Resolugao (Angie). Vamos analisar essas topologias na reta real separadamente, da
mais grossa para a mais fina.

e Topologia trivial. Dados dois nimeros reais distintos, x # y € R, as suas unicas
vizinhancas em relacao a topologia trivial sao ambas iguais a X. Logo, a reta
real munida da sua topologia trivial nao é um espaco topoldgico T, nem 77.

e Topologia do Exercicio 3.1. Lembre que a topologia definida no Exercicio 3.1
¢ a topologia na reta real gerada pela familia B := {(a,00) | @« € R}. Vamos
mostrar que a reta real munida com essa topologia é T e nao é 1.

Sejam x e y dois nimeros reais distintos. Como z # y, entao temos duas

possibilidades: ou x < y, ou y < x. No primeiro caso, temos que (‘”2&, oo) é
uma vizinhanca de y que nao contém z. No segundo caso, temos que (xTer, oo)
¢ uma vizinhanca de x que nao contém y. Isso mostra que a reta real munida
da topologia definida no Exercicio 3.1 é T.

Para mostrar que a reta real munida da topologia definida no Exercicio 3.1
nao é 11, vamos verificar que toda vizinhanca aberta de 2 também contém a
4. De fato, se U for uma vizinhanca de 2, entao existe um subconjunto aberto
A de R tal que 2 € A C U e, consequentemente, um subconjunto B € B tal
que 2 € B C A. Como todo subconjunto B em B é da forma B = (a,c0)
para algum a € R, e como 2 € (a,00) somente se a < 2, segue dai que toda
vizinhanga de 2 contém um intervalo (a,c0) para algum a < 2. Como 2 < 4,
segue que 4 € (a,00) C U para toda vizinhanga de 2. Isso mostra que a reta

real munida da topologia definida no Exercicio 3.1 nao é T7.

e Topologia cofinita. Sejam x e y dois numeros reais distintos. Observe que
U, := R\ {y} é uma vizinhanga de x que nao contém y e U, := R\ {z} é uma
vizinhanca de y que nao contém x. Logo a reta real R munida com a topologia
cofinita é T} e, consequentemente, também é Ty (ver Observagao 16.2).

e Topologia coenumeravel. Como a topologia coenumeravel é mais fina que a
topologia cofinita e a reta real munida da sua topologia cofinita é um espaco
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topoldgico Ty e T, segue do Exercicio 16.1 que a reta real munida da topologia
coenumeravel também é Ty e T.

Topologia usual. Como a reta real munida da sua topologia usual é um espaco
métrico, pelo Exemplo 16.4 e pela Observacao 16.2, ela é Ty e T.

Topologia K. Como a topologia K é mais fina que a topologia usual e a reta
real munida da sua topologia usual é um espaco topoldgico Ty e T, segue do
Exercicio 16.1 que a reta real munida da topologia K também ¢é Ty e T7.

Topologia de Sorgenfrey. Como a topologia de Sorgenfrey ¢ mais fina que a
topologia usual e a reta real munida da sua topologia usual é um espago to-
pologico Ty e T, segue do Exercicio 16.1 que a reta real munida da topologia
K também é Ty e 17.

Topologia discreta. Como a topologia discreta é mais fina que a topologia usual
e a reta real munida da sua topologia usual é um espaco topologico Ty e T7,
segue do Exercicio 16.1 que a reta real munida da topologia K também ¢é Tj e
T;. O

Exercicio 16.3. Sejam X e Y dois espacos topoldgicos e f : X — Y um homeo-

morfismo. Mostre que:

(a) X é Ty se, e somente se, Y é Tp.

(b) X é T} se, e somente se, Y é T.

Resolucao (Daniel). (a) (=): Suponha que X seja Ty, Dado que y; # y2 em Y,

como f é bijetora, existem tunicos 1, s € X tais que f(x1) =y e f(x2) = ya.
Além disso, observe que, como ¥y; # Y, entao x; # xs. Agora, como X é Tj:
ou existe uma vizinhanca U; € U,, tal que x5 ¢ Uy, ou existe uma vizinhanga
U, € U, tal que x; ¢ Us. Como f é aberta, no primeiro caso, temos que f(U7)
¢ um subconjunto aberto de Y tal que y; = f(z1) € f(U}). Além disso, como
y2 = f(x2), f é uma funcao bijetora, xo € Uy e Uy NUy = (), entao yo ¢ f(UY).
Isso significa que, nesse caso, f(U7) é uma vizinhanga de y; que nao contém ys.
Analogamente, no segundo caso, temos que f(US) é um subconjunto aberto de
Y tal que yo = f(z2) € f(Us). Além disso, como y; = f(x1), f é uma fungao
bijetora, z1 € Uy e UyNUy = (), entdo y; ¢ f(Us). Isso significa que, nesse caso,
f(Us) é uma vizinhanca de y2 que nao contém y;. Isso mostra que Y é Ty,

(«<=): Suponha que Y seja Ty. Sejam x; e x5 dois pontos distintos de X.
Defina y; := f(21) e y2 := f(z2) € Y. Como 1 # x9 e f é bijetora, entao
y1 # y2. Como Y é Tp: ou existe uma vizinhanga V; € U, tal que yo ¢ Vi, ou
existe uma vizinhanga V5 € U,, tal que y; ¢ V5. Como f é continua, no primeiro
caso, existe U; € Uy, tal que f(U;) C Vi (ver Lema 6.5). Como yy = f(x2), f
é bijetora, yo € Vo e Vi NVy = (), entdo xo ¢ U;. Analogamente, no segundo
caso, existe Uy € Uy, tal que f(Uy) C Vi (ver Lema 6.5). Como vy, = f(xy), f
é bijetora, y; € Vi e V1 NVa =0, entdo x1 ¢ Us. Isso mostra que X é Tp.

(b) (=): Suponha que X seja 7). Vamos mostrar que os conjuntos {y} sao fechados

em Y para todos os pontos y € Y. Pela Proposicao 16.5, isso implicard que Y é
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T também. Assim, comece fixando y € Y. Como f é bijetora, existe um 1inico
x € X tal que f(z) = y. Como X é T}, segue da Proposigao 16.5 que o conjunto
{z} é um subconjunto fechado em X. Como f ¢ fechada, entao f({z}) = {y} é
um subconjunto fechado em Y. Pela Proposi¢ao 16.5, isso implica que Y é T7.

(«<): Suponha que Y seja Tj. Pela Proposi¢ao 16.5, isso implica que, para
todo x € X, o conjunto {f(z)} é fechado em Y. Como f é continua e bije-
tora, isso implica que o conjunto {z} = f~1({f(x)}) é fechado em X. Pela
Proposicao 16.5, isso implica que X é T7 também. 0
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Nesta aula, estudaremos o axioma de separagao 75, mais conhecido como condicao
de Hausdorff. Esse axioma fortalece a condi¢ao 17 ao pedir que dois pontos distintos
quaisquer possam ser separados por vizinhangas disjuntas. A condig¢ao de Hausdorff
também ¢é satisfeita por todos os espagos métricos. Sua importancia fundamental
reside no fato de que, em espacos Hausdorff, redes e filtros convergentes convergem
exatamente para um ponto. Veremos que essa unicidade de limite é, de fato, equi-
valente a condicao de Hausdorff, e estudaremos como essa propriedade se comporta
sob subespacos, produtos e imagens por fungoes.

17.1. Espagos T2 ou Hausdorff. Vamos comecar com a definicao do axioma de
separacao 15 e de espago Hausdorff.

Definigao 17.1 (de espago Hausdorff ou T3). Um espago topoldgico nao vazio X é
dito Hausdorff ou 75 quando: para quaisquer dois pontos distintos z,y € X, existem

UelU, eV elU, tais que UNV = 0.

Observacgao 17.2. Todo espago topolégico Hausdorff é T;. De fato, suponha que
X seja um espago topologico Hausdorff e z,y € X sejam dois pontos distintos. Por
hipétese, existem U € U, e V € U, tais que UNV = 0. Comoxz € Uey €V,
temos, em particular, que y ¢ U e x ¢ V. Isso implica que U ¢ U, e V ¢ U,, ou
seja, que X é T.

A hierarquia T = T7 = Ty que se vai formando é estrita: veremos nos exemplos
abaixo que existem espacos 17 que nao sao Hausdorff. Os exemplos mais importantes
de espacos Hausdorff sao o espacos métricos, que ja conhecemos.

Exemplo 17.3. Todo espaco métrico é Hausdorff. De fato, suponha que (X, d) seja
um espago métrico. Dados dois pontos distintos z,y € X, temos que d(z,y) > 0.
Tomando r = d(x,y)/2 > 0, as bolas abertas B(x,r) € U, e B(y,r) € U, satisfazem
B(z,r) N B(y,r) = (. De fato, se existisse z € B(z,r) N B(y,r), entdo a desigual-
dade triangular implicaria que d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) < r+r = d(z,y). Como
d(x,y) £ d(x,y), isso implica que nao existe tal elemento z € B(x,r) N B(y,r), ou
seja, que B(z,r) N B(y,r) = 0.

O exemplo a seguir mostra que a condigao 75, é estritamente mais forte que 77,
ou seja, ele exibe um exemplo concreto de um espago T que nao é Hausdorff.

Exemplo 17.4. Considere o conjunto dos ntimeros inteiros Z munido com a sua
topologia cofinita (ver Exemplo 2.3). Dados n # m € Z, observe que Z\ {m} é uma
vizinhanga de n que ndo é uma vizinhanga de m e que Z \ {n} é uma vizinhanga de
m que nao é uma vizinhanca de n. Isso mostra que esse espaco topoldgico é T7.

Agora vamos mostrar que esse espago topolégico nao é Hausdorff. Para isso,
suponha que n e m sao dois nimeros inteiros distintos, que U ¢é uma vizinhanga de
n e que V é uma vizinhanca de m. Vamos verificar que UNV # (). Para isso, comece

observando que U°,V° # (), porque elas contém os pontos n e m respectivamente.
128
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Assim, pela definicao da topologia cofinita, Z \ U° e Z \ V° sdo conjuntos finitos.
Logo,

Z\(UNV)CZ\(U°NV) = (Z\U°)U(Z\V?)

também é um conjunto finito. Como Z nao é um conjunto finito, entao U NV
nao pode ser vazio. Isso mostra que nao existem vizinhangas disjuntas de n e m e,
consequentemente, que Z nao é um espaco Hausdorff quando munido da topologia
cofinita.

Os exemplos acima confirmam a hierarquia 75 = T}, e mostram que ela é estrita.
Os exercicios a seguir complementam esses exemplos. O primeiro mostra que a pro-
priedade de Hausdorff é preservada por topologias mais finas e o segundo determina
quais das topologias da reta real R sao Hausdorff.

Exercicio 17.1. Mostre que toda topologia mais fina que uma topologia Hausdorff
também ¢é Hausdorff.

Resolugao (Israel). Seja (X, 7) um espago topolégico Hausdorff e seja 7/ uma topo-
logia em X mais fina que 7, ou seja, 7 C 7/. Dados dois pontos distintos, x,y € X,
como (X, 7) é Hausdorff, existem vizinhancas U € U, e V € U, em relagao a 7 tais
que: €U,y € VeUNV = 0. Consequentemente, z € U°, y € Ve e U°NV° = ().
Como 7 C 7/, temos U°, V° € 7/ também. Portanto, U e V também sao vizinhancas
de x e y em relagdo a 7’ tais que: z € U, y € Ve UNV = (. Logo, (X, 7') também
¢ Hausdorft. O

Exercicio 17.2. Considere o conjunto R munido das seguintes topologias: discreta,
topologia K (Exercicio 3.2), de Sorgenfrey (Exemplo 3.5), usual (métrica), cofinita
(Exemplo 2.3), topologia do Exercicio 3.1, topologia coenumeravel (Exemplo 13.6)
e trivial. Determine quais dessas topologias (nao) sdo Hausdorft.

Resolugao (Mateus). Vamos analisar essas topologias da reta real, comegando pela
mais grossa.

(a) Topologia trivial. Como reta real ndo é um espago topoldgico 77 quando munida
da topologia trivial (ver Exercicio 16.2), segue da Observagao 17.2 que a reta
real também nao é um espago Hausdorff quando munido com a topologia trivial.

(b) Topologia do Exercicio 3.1. Como reta real nao é um espago topoldgico T}
quando munida da topologia do Exercicio 3.1 (ver Exercicio 16.2), segue da
Observacao 17.2 que a reta real também nao é um espaco Hausdorff quando
munido com a topologia do Exercicio 3.1.

(c) Topologia cofinita. Suponha que z e y sejam dois pontos distintos de R e
que U € U, e V € U, sejam vizinhangas desses pontos. Vamos mostrar que
UNV # (. Isso implicard que a reta real nao é um espaco topoldgico Hausdorff
quando munida com a topologia cofinita. De fato, como x € U° e y € V°, entao
U° e V° sao dois abertos nao vazios de R. Pela definicao da topologia cofinita,
isso significa que seus complementares, R\ U° e R\ V°, sdo conjuntos finitos.
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Assim,
R\N(UNV)CR\(U°NV)=R\U°)U(R\V?)

também é um conjunto finito. Como R nao é um conjunto finito, isso implica
que UNV nao pode ser vazio. Isso mostra que, em relagao a topologia cofinita,
nao existem vizinhancas disjuntas de z e y. Com isso, concluimos que R nao é
um espago topoldgico Hausdorff quando munido com a topologia cofinita.

Topologia coenumeravel. Suponha que x e y sejam dois pontos distintos de R
eque U € U, e V € U, sejam vizinhangas desses pontos. Vamos mostrar que
UNV # (. Isso implicard que a reta real nao é um espaco topoldgico Hausdorff
quando munida com a topologia coenumeréavel. De fato, como z € U° ey € V°,
entao U° e V° sao dois abertos nao vazios de R. Pela definicao da topologia
coenumeravel, isso significa que seus complementares, R\ U° e R\ V°, sdo
conjuntos enumeraveis. Assim,

R\NUNV)CR\(U°NV?)=(R\U°)UR\V?)

também é um conjunto enumeravel. Como R nao é um conjunto enumeravel,
isso implica que U NV nao pode ser vazio. Isso mostra que, em relacao a
topologia coenumeréavel, nao existem vizinhangas disjuntas de x e y. Com isso,
concluimos que R nao é um espaco topolégico Hausdorff quando munido com
a topologia coenumerével.

Topologia usual. Como a topologia usual da reta real ¢ induzida por uma
métrica e todo espago métrico é Hausdorff (ver Exemplo 17.3), concluimos que
a reta real é um espaco topologico Hausdorff quando munida da sua topologia
usual.

Topologia K. Como a topologia K é mais fina que a topologia usual da reta
real, segue do Exercicio 17.1 e do item anterior que a reta real é um espaco
Hausdorff quando munido da topologia K.

Topologia de Sorgenfrey. Como a topologia de Sorgenfrey ¢ mais fina que a
topologia usual da reta real, também segue do Exercicio 17.1 que a reta real é
um espago Hausdorff quando munido da topologia de Sorgenfrey.

Topologia discreta. Como a topologia discreta é mais fina que a topologia
usual da reta real, segue do Exercicio 17.1 que a reta real também é um espaco
Hausdorff quando munido da topologia discreta. O

Agora que nés temos exemplos de espacgos que sao Hausdorff e que nao sdo Haus-
dorff, vamos estabelecer uma caracterizacao da condicao de Hausdorff em termos
de redes. Na proposicao a seguir nés mostramos que um espaco ¢ Hausdorff se, e
somente se, toda rede convergente tem um tnico limite.

Proposicao 17.5. Um espago topoldgico nao vazio X é Hausdorff se, e somente se,
toda rede convergente converge para apenas um ponto.

Demonstragao. Para mostrar a parte somente se, suponha que X seja um espago
topoldgico Hausdorff e fixe um conjunto dirigido (N, <) e uma rede  : N — X que
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converge para dois pontos p,q em X. Vamos mostrar que p = ¢. Para isso, comece
lembrando que X ser Hausdorft significa que: se p # ¢, entao existem U € U, e
V e U, tais que UNV = . Equivalentemente, pela contrapositiva, X ser Hausdorff
significa que: se U NV # () para todas U € U, e V € Uy, entdo p = ¢. Como os
queremos mostrar que p = ¢q e nés temos que X é Hausdorff por hipdtese, entao
basta mostrar que U NV # () para todas as vizinhangas U € U, e V € U,,.

Para isso, comece lembrando da hipdtese de que x : N — X é uma rede em X
que converge para p e para q. Como x converge para p, para toda U € U, existe
nog € N tal que z,, € U para todo n € N tal que ng < n; e como x converge para g,
para toda V' € U, existe mg € N tal que z,,, € V para todo m € N tal que my < m.
Como (N, <) é um conjunto dirigido, entéo existe [ € N tal que ng, mg < [. Assim,
x; € UNV. Isso mostra que UNV # () para todas as vizinhancas U € U, e V € U,.
Como X é um espago topoldgico Hausdorff, isso implica que p = q.

Para mostrar a parte se, suponha que toda rede convergente em X converge para
apenas um ponto. Nos queremos mostrar que X é um espacgo topologico Hausdorff,
ou seja, que, se p, ¢ sao pontos de X tais que UNV # ) para todas U € U, e V € Uy,
entao p = ¢. Para isso, vamos construir uma rede em X que converge para p e para
q simultaneamente. Pela hipotese de que toda rede convergente em X converge para
apenas um ponto, nos obteremos que p = q.

Para construir uma rede em X que converge para p e para g simultaneamente
comece fixando pontos p,q € X tais que U NV # () para todas U € U, e V € U,.
Depois, defina o conjunto

N ={(w,UV)|Uel, Vel,welUNnV}
e a relacao < em N dada por
(w, U, V)< (W, U, V') <= U CUeV' CV.
Vamos verificar que (N, <) é um conjunto dirigido:
(i) Observe que, para todo (w,U, V) € N, temos que U C U eV C V. Isso
significa que (w,U, V) < (w,U, V).

(ii) Observe que, se (w,U,V) < (0", U, V') e (', U, V') < (w",U", V"), entao
U'CU CUeV"CV'CV. Isso significa que (w,U, V) < (w",U", V"),

(ili) Suponha que (w,U,V), (w',U", V') € N. Como U,U’" € U,, entao UNU' € U,
(ver Lema 4.7(a)). Analogamente, como V,V' € U,, entdao VNV’ € U,. Dai
e da hipdtese sobre p e ¢, obtemos que (UNU") N (VNV') # 0. Ou seja,
podemos escolher w” € (UNU") N (VNV'). Observe que, pela construgao,
temos que (W', UNU,VNV')e N, que (w,U, V) < (", UNU,VNV')e
que (W', U, V) < (", UNU,VNV").

Isso mostra que (N, <) é um conjunto dirigido.

Agora vamos definir uma rede x : N — X por z(w,U, V) := w e mostrar que essa
rede converge para p e para ¢. Para mostrar que essa rede converge para p, observe
que, para toda U € U, temos que ng := (p, U, X) € N. Além disso, observe que, se
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n € N for tal que ng < n, entao z,, € U. De fato, se n = (w,U",V) € N e ng <mn,
entao w € U' NV, U C U e, consequentemente, z, = w € U'NV C U C U.
Isso mostra que a rede x converge para p. Analogamente, observe que, para toda
V e U,, temos que my := (¢, X,V) € N. Além disso, observe que, se m € N for
tal que my < m, entao x,, € V. De fato, se m = (w,U, V') € N e my < m, entao
welUNV' V' CV e, consequentemente, x,, =w € UNV’' C V' C V. Isso mostra
que a rede x também converge para ¢g. Pela hipdotese de que toda rede convergente
em X converge para apenas um ponto, nés obtemos que p = ¢ e, consequentemente,
que X é Hausdorff. 0

Usando o resultado acima e a equivaléncia entre redes e filtros é possivel mostrar
que um espago ¢ Hausdorff se, e somente se, todo filtro convergente converge para
apenas um ponto.

Exercicio 17.3. Mostre que um espago topolégico nao vazio X é Hausdorff se, e
somente se, todo filtro convergente converge para apenas um ponto.

Resolugao (Roger). Para mostrar a parte somente se, suponha que X seja um espago
topolégico Hausdorff e fixe um filtro F que converge para dois pontos p,q em X.
Vamos mostrar que p = ¢g. Para isso, comece lembrando que X ser Hausdorff
significa que: se p # ¢, entdo existem U € U, e V € U, tais que UNV = 0.
Equivalentemente, pela contrapositiva, X ser Hausdorff significa que: se UNV # ()
para todos U € U, e V € U,, entao p = ¢. Como queremos mostrar que p = q e
nés temos que X é Hausdorff por hipétese, entao basta mostrar que UNV # () para
todas as vizinhangas U € U, e V € U,.

Para isso comece lembrando da hipétese de que F é um filtro em X que converge
para p e para ¢. Como F converge para p, entao U, C F; e como F converge para ¢,
entao U, C F. Como F um ¢ filtro, temos que AN B € F para todos A, B € F. Em
particular, se U € U, e V € Uy, entdo UNV # (. Como X é um espago topoldgico
Hausdorff, isso implica que p = q.

Para mostrar a parte se, suponha que todo o filtro em X converge para apenas
um ponto. Nos queremos mostrar que X é um espago topoldgico Hausdorff, ou seja,
que, se p,q sao pontos de X tais que U NV # ) para todos U € U, e V € U,
entao p = ¢. Para isso vamos construir um filtro em X que converge para p e para
q simultaneamente. Pela hipotese de que todo o filtro em X converge para apenas
um ponto, nés obteremos que p = q.

Para construir um filtro em X que converge para p e para ¢ simultaneamente
comece fixando pontos p,q € X, tais UNV # ) para todas U € U, e V € U,.
Depois, defina o filtro F cuja base ¢ B:={UNV | U € U, e V € U,}. Para verificar
que B é uma base de filtro em X, comece observando que B C P(X), que B # () e
que () ¢ B (por hipétese). Depois, lembre do Lema 4.7(a) que, se Uy, Uy € U,, entao
UinU, € Uy e, se Vi, Vo € Uy, entao ViNVy € U,. Isso implica que, se By = Uy NV,
By, =U;NV,y € B, entao Bs := (U NU2) N (V1N V3) € B. Dai e do Lema 14.6 segue
que B é, de fato, uma base de filtro em X.
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Para mostrar que o filtro gerado por B converge para p e para g, basta mostrar
que B converge para p e para g (ver Lema 14.10(b)). Para mostrar que B converge
para p, basta observar que U = U N X € B para toda U € U,; e para mostrar que
B converge para ¢, basta observar que V= X NV &€ B para toda V' € U,. Pela
hipdtese de que todo filtro convergente em X converge para apenas um ponto, nos
obtemos que p = ¢ e, consequentemente, que X é Hausdorff. 0

A proposicao e o exercicio acima mostram que Hausdorff equivale a unicidade
de limite de redes e de filtros. Vamos concluir essa aula com alguns exercicios que
expandem os exemplos e resultados apresentados acima. Os primeiros dois exercicios
estabelecem que essa propriedade ser Hausdorff é estavel sob subespacos e produtos.

Exercicio 17.4. Sejam X um espago topoldgico nao vazio e S um subespaco to-
polégico nao vazio de X. Mostre que, se X é Hausdorff, entao S também é Hausdorff.

Exercicio 17.5. Seja {X;}ie; uma familia ndo vazia de espagos topoldgicos nao
vazios. Mostre que: o espago produto [[.., X; é Hausdorff se, e somente se, os
espacos X; sao Hausdorff para todos os i € I.

Os exemplos e exercicios a seguir ilustram que fungoes abertas, fechadas e conti-
nuas podem nao preservar a propriedade de um espago ser Hausdorff.

Exemplo 17.6. Vamos mostrar que uma imagem por uma funcao aberta e sobre-
jetora de um espago Hausdorff nao necessariamente é Hausdorff. Considere a reta
real R munida da topologia usual, o conjunto KX = {1/n | n > 0} U {0} munido da
topologia induzida de R, e o conjunto Y = {a, b} munido da topologia de Sierpinski
7 ={0,{b},Y}. Considere a fungao

a, sex =10
: K —Y dada por x)=1< ' ’
/ P /(@) {b, se x # 0.
Essa fungao f é aberta e sobrejetora, K é um espago topoldgico Hausdorff (pelo
Exercicio 17.4 e Exemplo 17.3), e Y é um espago topoldgico que nao é Hausdorff
(pela Observagao 17.2 e Exemplo 16.3).

Exemplo 17.7. Vamos mostrar que uma imagem por uma funcao continua e so-
brejetora de um espago Hausdorff nao necessariamente é Hausdorff. Considere o
conjunto X = {a, b} com a topologia discreta 7 = {0, {a}, {b}, X} e com a topologia
trivial 7 = {0, X'}. Como 7 é mais fina que 7/, a identidade idx : (X,7) — (X, 7')
é uma fungao continua e sobrejetora. Além disso, observe que (X, 7) é um espago
topolégico Hausdorff e que (X, 7') é um espago topoldgico que nao é Hausdorff.

Exercicio 17.6 (Zyon). Dé um exemplo de espagos topoldgicos X,Y e de uma
funcao sobrejetora fechada f : X — Y tais que X é Hausdorff, mas Y nao ¢é
Hausdorff.

Os tultimos dois exercicios exploram consequéncias importantes da condicao de
Hausdorff: unicidade de extensao de funcoes continuas e caracterizagao através da
diagonal.
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Exercicio 17.7. Sejam X,Y dois espagos topoldgicos. Um subconjunto D C X ¢é
dito denso em X quando D = X. Suponha que f,g: X — Y sao funcdes continuas
e que existe um subconjunto denso D C X tal que f(x) = g(z) para todo x € D.
Mostre que, se Y for Hausdorff, entao f = g.

Exercicio 17.8. Sejam X e Y dois espagos topoldgicos nao vazios e f : X — Y
uma fungao continua.

(a) Mostre que X é Hausdorff se, e somente se, a diagonal Ay := {(z,z) | z € X}
é um subconjunto fechado de X x X.

(b) Mostre que, se Y for Hausdorff, entdo o conjunto {z € X | f(x) = g(z)} é
fechado em X, para qualquer funcao continua g : X — Y.



AuLa 18

Nesta aula, estudaremos um novo axioma de separacao, que impoe condigoes mais
fortes do que as estudadas nas aulas anteriores. Enquanto o axioma de Hausdorff
(T3) exige que dois pontos distintos possam ser separados por abertos disjuntos,
esse novo axioma exige que um ponto e um fechado que nao o contém possam ser
separados por abertos disjuntos.

Vamos comegar a aula definindo espacos regulares e T3, apresentando exemplos e
as relagoes desses espacos com os espacos que satisfazem os axiomas apresentados
anteriormente. Em seguida, estabeleceremos uma caracterizagao do axioma de re-
gularidade em termos de bases de fechados, provaremos que a regularidade se herda
por subespagos e produtos, e encerraremos a aula com mais exemplos que ilustram
os limites dessas propriedades.

18.1. Espagos T3 e regulares. Comecemos com as definigoes de espagos regulares
e T3.

Definigao 18.1 (de espaco regular e T3). Um espago topoldgico nao vazio X é dito
regular quando: para todo subconjunto fechado Z C X e todo ponto z € X \ Z,
existem U € U, e um aberto A C X taisque Z C Ae UNA = (. Um espaco
topoldgico nao vazio X é dito 75 quando X é regular e T7.

Observagao 18.2. Todo espaco topoldgico T3 é Hausdorff. De fato, se X for T3,
entao em particular X ¢é T} e, pela Proposicao 16.5, os subconjuntos de X com um
elemento sao fechados. Sejam z e z dois pontos distintos de X. Como {z} é fechado
e x ¢ {z}, a regularidade de X implica que existem U € U, e um subconjunto
aberto A tais que {z} C AeUNA=10. Portanto A € U,, U € U, e UN A = 0.
Isso mostra que X é Hausdorff.

A observacao acima mostra que todo espago topoldgico T3 é Hausdorff. Os exem-
plos a seguir mostram que essa implicagao ¢é estrita, ou seja, que existem espagos
topoldégicos Hausdorff que nao sao regulares e espagos topologicos regulares que nao
sao T5. Vamos comecar mostrando que a condicao 7 é realmente necessaria na
definicao do axioma T3.

Exemplo 18.3. Seja X = {a,b} um conjunto com dois elementos, munido da sua
topologia trivial, 7 = {0, X'}. Vamos mostrar que X é regular mas nao é T3.

Para verificar a regularidade, observe que os tnicos fechados de (X,7) sao ) e
X. Assim, se Z = () e x € X, podemos tomar U = X € U, e A = (), de modo
que Z=C AeUNA=10. Se Z =X, entdo nao existe x € X \ Z = (), de modo
que, nesse caso, a condicao é satisfeita por vacuidade. Portanto, X é regular. No
entanto, como vimos no Exemplo 16.3, (X,7) nao é T;. Isso mostra que (X, 7) é
regular e nao é Tj;.

O exemplo a seguir mostra que existem espacgos topoldgicos que sao Hausdorff e

nao sao regulares.
135



136 NOTAS DE AULA DE TOPOLOGIA GERAL

Exemplo 18.4. Considere a reta real R munida da topologia K (ver Exercicio 3.2).
Esse espaco é Hausdorff porque a topologia K é mais fina que a topologia usual de
R (ver Exercicio 17.2). Agora vamos mostrar que esse espaco nao é regular.

Para isso, considere o subconjunto fechado K = {1/n | n > 0} e o ponto 0 ¢ K.
Queremos verificar que toda vizinhanca do ponto 0 e todo subconjunto aberto de
R que contém K sempre se intersectam. Para isso, fixe uma vizinhanca U € U,.
Depois, observe que existe € > 0 tal que 0 € (—¢, €) \ K C U. Agora, considere um
nimero natural n tal que 1/n < e. (Por exemplo, escolha n = |1/¢] —1.) Se A for
um subconjunto aberto de R que contém K, em particular, A conterd o ponto 1/n.
Observe que isso implica que existe r > 0 tal que 1/n € (1/n—7r, 1/n+r) C A.
Logo, a intersegao entre U e A é nao vazia. Isso mostra que a reta real munida da
topologia K é um espacgo topologico que nao é regular.

Observe que uma consequéncia do exemplo anterior é que o axioma de regularidade
nao é herdado por topologias mais finas. Ou seja, existem espagos topoldgicos (X, 7)
que s@o regulares (resp. T3) e topologias 7/ em X que sdo mais finas que 7 e que
fazem com que (X, 7’) nao seja um espago regular (resp. 75).

Para concluir essa série inicial de exemplos, vamos mostrar que os espacos métricos
sao sempre T3.

Exemplo 18.5. Todo espago métrico é T3. De fato, seja (X, d) um espago métrico.
Lembre do Exemplo 16.4 que X é um espago topoldgico T;. Agora vamos verificar
que X também é um espacgo topologico regular.

Para isso, fixe um subconjunto fechado Z de X e um ponto z em X \ Z. Depois,
defina r := inf{d(z,2) | z € Z}. Vamos mostrar que r > 0. De fato, como Z é
fechado e x ¢ Z, entao x € X \ Z, que é aberto. Isso implica que existe € > 0 tal
que B(z,e) C X\ Z, ou equivalentemente, Z C X \ B(x,¢). Ou seja, a distancia de
x aos pontos de Z é, no minimo, €. Logo r > € > 0.

Agora, podemos considerar os conjuntos U := B (a:, g) cUyeA:=U,,B (z, g)
Por construcao, U é uma vizinhanga de x e A é um subconjunto aberto de X que
contém Z. Vamos mostrar que ANU = (). De fato, se existisse y € AN U, entao
yeDB (z, %) para algum z € Z. Consequentemente, pela desigualdade triangular e
pela hipétese de que x € B (J;, g), teriamos que

d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) < g—i- g =7

Isso contradiria o fato de que r := inf{d(x, z) | z € Z}. Ou seja, ndo pode existir
y € ANU e, consequentemente, ANU = (). Isso mostra que X ¢é regular e, portanto,
T5.

O exercicio a seguir determina quais topologias em R satisfazem os axiomas de
regularidade e Ts;.

Exercicio 18.1. Considere a reta real R munida das seguintes topologias: discreta,
topologia K (Exercicio 3.2), de Sorgenfrey (Exemplo 3.5), usual (métrica), cofinita
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(Exemplo 2.3), coenumeravel (Exemplo 13.6), a do Exercicio 3.1, e a trivial. Deter-
mine quais dessas topologias tornam a reta real um espago regular e quais a tornam
um espaco 73.

Resolugao (Angie). o Topologia discreta. Sejam z € R e Z C R um conjunto
fechado tal que = ¢ Z. Em relacao a topologia discreta, {z} e Z sao abertos
em R. Além disso, como x ¢ Z, entdao {x} N Z = (. Logo, a reta real munida
da sua topologia discreta é regular. Como todo ponto é fechado (e aberto) em
relacao a topologia discreta, entao a reta real munida da sua topologia discreta
também é T;.

e Topologia K. A reta real munida da topologia K nao é um espaco regular e,
consequentemente, nao é um espago 73 (ver Exemplo 18.4).

e Topologia de Sorgenfrey. Sejam Z C R um conjunto fechado e z € R tal
que z ¢ Z. Como Z é fechado, entdao R\ Z é aberto; e como = ¢ Z, entao
x € R\ Z. Portanto, existe um aberto basico [a,b) tal que = € [a,b) C R\ Z.
Defina U := [a,b) e A = R\ [a,b). Como U é aberto e z € U, entao U é uma
vizinhanga de z. Além disso, como [a,b) C R\ Z, entdo Z C R\ [a,b) = A.
Para ver que A é aberto, observe que

A=R\[a,b) = (—o0,a) U [b,o0) = (U[n,a)) U (U[b,m)>.

n<a m>b

Como U N A = () por construcao, isso mostra que a reta real munida com
a topologia de Sorgenfrey é um espago topoldgico regular. Como esse espaco
topoldgico também é T (ver Exercicio 16.2), entao ele é Tj.

e Topologia usual. Como a topologia usual da reta real é induzida por uma
métrica, segue do Exemplo 18.5 que esse espaco topoldgico é regular e T3.

e Topologia do Exercicio 3.1. Considere o aberto basico (2, 00) e defina o fechado
Z = (—00,2] = R\ (2,00). Depois, considere o ponto = := 4 ¢ Z. Vamos
mostrar que o tnico aberto que contém Z é R. De fato, se A for um aberto
que contém Z, entao para todo z € Z, existe um aberto basico (a,,00) tal que
z € (a,,00) C A. Isso significa que, para todo z < 2, existe a, < z tal que
(a,,o0) € A. Consequentemente, R C A. Isso implica que a reta real munida
da topologia construida no Exercicio 3.1 nao é um espaco topoldgico regular.

e Topologia coenumerével. Sejam z e y dois pontos distintos de R. Como {y}
é um conjunto enumeravel, entao Z := {y} é um subconjunto fechado de R; e
como x # y, entdo x ¢ Z. Suponha que existam uma vizinhanga U € U, e um
aberto A de R tal que {y} C A. Como U® e A sdo abertos nao vazios de R, entao
R\ U° e R\ A sao conjuntos enumeraveis. Logo, R\ (U°NA) = (R\U°)U(R\ A)
também é um conjunto enumeravel. Como R nao é um conjunto enumeravel,
entao U°MN A nao pode ser o conjunto vazio e, consequentemente, U N A também
nao pode ser vazio. Isso significa que nao existem uma vizinhanca de x e um
aberto contendo {y} que sejam disjuntos. Portanto, a reta real munida da
topologia coenumeravel é um espaco topoldgico que nao é regular.
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e Topologia cofinita. A demonstracao de que a reta real munida da topologia
cofinita é um espaco topoldgico que nao é regular é completamente analoga a
demonstracao acima. Sejam x e y dois pontos distintos de R. Como {y} é um
conjunto finito, entdo Z := {y} é um subconjunto fechado de R; e como = # v,
entdo x ¢ Z. Suponha que existam uma vizinhanga U € U, e um aberto A de
R tal que {y} € A. Como U° e A s@o abertos nao vazios de R, entdao R\ U° e
R\ A sdo conjuntos finitos. Logo, R\ (U°NA) = (R\U°)U(R\ A) também é
um conjunto finito. Como R nao é um conjunto finito, entao U° N A nao pode
ser o conjunto vazio e, consequentemente, U N A também nao pode ser vazio.
Isso significa que nao existem uma vizinhanga de « ¢ um aberto contendo {y}
que sejam disjuntos. Portanto, a reta real munida da topologia cofinita é um
espaco topoldgico que nao é regular.

e Topologia trivial. Dado = € R, como o tnico fechado em relacao a topologia
trivial que nao contem z é (), entdo podemos escolher U = X e A = (). De fato,
X é uma vizinhanca de z, ) ¢ um conjunto aberto que contém ) e X N = (.
Portanto, a reta real munida da sua topologia trivial é um espaco topoldgico
regular. No entanto, como os pontos de R nao sao fechados em relacao a
topologia trivial, esse espaco nao ¢ T e, consequentemente, nao é T5. 0]

Passamos agora a dois resultados estruturais sobre regularidade. O primeiro for-
nece uma caracterizacao de espagos regulares: um espaco é regular se, e somente se,
admite uma base para a sua topologia formada por subconjuntos fechados.

Proposicao 18.6. Um espago topoldgico nao vazio (X, 7) é regular se, e somente
se, para todo ponto z € X, existe uma base de vizinhancas de x que consiste de
subconjuntos fechados de X.

Demonstracao. Para mostrar a parte somente se, suponha que X seja regular. Que-
remos mostrar que, para todo ponto x € X, existe uma base de vizinhancas de =
que consiste de subconjuntos fechados de X. Para isso, comece fixando z € X.
Vamos construir uma base de vizinhangas para z, {Wy | U € U, }, onde cada Wy, é
um subconjunto fechado de X.

Para construir os subconjuntos Wy, comece lembrando que, para cada vizinhanca
U € U,, temos que x € U°. Assim, se definirmos Zy := X \ U°, temos que Z é
um subconjunto fechado de X e = ¢ Zy. Como X é um espago regular por hi-
potese, existem uma vizinhanca Vi € U, e um aberto Ay tais que Zy C Ay e
Vi N Ay = 0. Defina Wy := Vi;. Vamos mostrar que {Wy | U € U, } é uma base
de vizinhancas de x. Para comecar, observe que Wy é uma vizinhanca de x, porque
Vy é uma vizinhanca de e Viy C Viy = Wy Depois, observe que, para toda vizi-
nhanga U € U,, temos que Wy C U. De fato, como Ay é um subconjunto aberto e
Vi N Ay = 0, entao

Wy=Vu CX\Ay CX\Zy=U°CU.

Isso mostra que {Wy | U € U, } é uma base de vizinhangas de x formada por sub-
conjuntos fechados de X.
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Para mostrar a parte se, suponha que, para todo x € X, exista uma base de
vizinhangas B, de x consistindo de subconjuntos fechados. Queremos mostrar que
X é um espago topoldgico regular. Para isso, fixe z € X e um subconjunto fechado
Z de X tal que x ¢ Z. Queremos construir uma vizinhanca U € U, e um aberto
Ade X tais que Z C Ae UNA={. Para isso, comece observando que, como Z é
fechado, entdo X \ Z é aberto; e como x ¢ Z, entao x € (X \ Z). Isso implica que
(X \ Z) é uma vizinhanca de . Como B, é uma base de vizinhangas de x, entao
existe U € B, tal que z € U C (X \ Z). Como U é fechado por hipdtese, entao
X \ U é aberto; e como U C (X \ Z), entao Z C (X \ U). Assim, se definirmos
A:= X \ U, teremos que U é uma vizinhanga de z, A é um aberto de X, Z C A e
UNA=0. Isso mostra que X é regular. O

Exercicio 18.2. Use o resultado acima para determinar quais topologias em um
conjunto com dois elementos satisfazem o axioma de regularidade e quais nao satis-
fazem.

Resolucao (Celso). Dado um conjunto X = {a,b} com dois elementos, a menos de
homeomorfismos, existem apenas trés topologias possiveis nesse conjunto. Vamos
considera-las separadamente.

e Topologia trivial: 71 = {0, X}. Nesse caso, temos que U, = U, = {X}. Como
X ¢ fechado, se tomarmos os préprios sistemas de vizinhangas como as bases
de vizinhangas verificamos a existéncia de bases formadas por fechados. Assim,
nesse caso, o espago topoldgico (X, 71) é regular.

e Topologia de Sierpinski: 7 = {0),{a},{a,b}}. Nesse caso, temos que U, =
{{a},{a,b}}. Logo, pela definicio de base de vizinhangas, {a} deve ser um
elemento de qualquer base de vizinhangas de a. Como {a} nao é fechado,
concluimos que nao existe uma base de vizinhancas de a formada por fechados.
Assim, nesse caso, o espago topoldgico (X, 3) nao é regular.

e Topologia discreta: 73 = {0,{a},{b},{a,b}}. Nesse caso, temos que U, =
{{a},{a,b}} e Uy = {{b},{a,b}}. Assim, tanto para a, quanto para b, pode-
mos tomar o proéprio sistema de vizinhancas como uma base de vizinhangas
formada por fechados (pois todo subconjunto de X é fechado em relagao a essa
topologia). Assim, nesse caso, o espago topoldgico (X, 73) também é regular. [

O proximo resultado mostra que subespagos topologicos de espagos regulares sao
regulares e que produtos de espacos regulares também sao regulares.

Proposicao 18.7. (a) Sejam X um espago topolégico nao vazio e S um subespago
topoldgico nao vazio de X. Se X for regular, entao S também é regular.

(b) Seja {X;}ic; uma familia nao vazia de espagos topolégicos nao vazios. O espago
produto [[,.; X; é regular se, e somente se, os espacos topoldgicos X; sao regu-
lares para todos os i € I.

Demonstragdo. (a) Sejam Z um subconjunto fechado de S e s € S\ Z. Pela
Proposigao 7.6(b), existe um subconjunto fechado Z em X tal que Z = SN Z.
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Como s ¢ Zese S, entdo s ¢ Z. Dai e da hipétese de que X ¢é regular,
segue que existem uma vizinhanca U € U, X eum subconjunto aberto A de X
tais que Z C Ae UN A = (). Assim, se definirmos U := SNU e A:= SN A,
teremos: que U € Uss (pela Proposicao 7.8(b)), que A é aberto em S (pela
Definicao 7.2), que Z = SNZ C SNA = A, eque UNA = (SNU)N(SNA) = 0.

[sso mostra que S é regular.

Para mostrar a parte somente se, suponha que o espaco produto X := HZE]
seja regular. Queremos mostrar que os espacos X; sao regulares para todos os
1 € I. Para isso, fixe ¢ € I. Queremos mostrar que X; é regular. Para isso, fixe
um subconjunto fechado Z; de X; e um ponto z; € X; \ Z;. Vamos construir
uma vizinhanga U; € U,, x, e um subconjunto aberto A4; de X; tais que Z; C A,
eU,NA; =0.

Para isso, comece observando que, como Z; é fechado em X; e m; é continua,
entdo Z := m; '(Z;) ¢é fechado em [[,.; X;. Depois, observe que, como z; ¢ Z;,
entao m; '(z;) N Z = 0. Fixe x € m; *(z;). Como [],.; X; é um espago regular
por hipétese, entao existem uma vizinhanga U € U, x e um subconjunto aberto
A de X tais que Z C Ae UN A =1{. Vamos mostrar que U; := m;(U) é uma
vizinhanga de x;, que A; := m;(A) é um subconjunto aberto de X; que contém
Zieque U;NA; =0.

Para mostrar que U; é uma vizinhanca de x;, comece observando que, como
U é uma vizinhanca de y, entao existe um aberto basico B € By tal que
x € B CU. Como B € By, entao para cada i € I, existe um aberto B; em
X; tal que B = [[,.; B;. Em particular, 7;(B) = B; é um subconjunto aberto
de X;. Além disso, como x € B C U, entao z; = m;(x) € m(B) C m(U) = U,.
Isso mostra que U; é uma vizinhanca de x;. Para mostrar que A; é um aberto
de X; que contém Z;, lembre que A; = m;(A), que Z; = m;(Z), que A é aberto
que contém Z, e que 7; é uma fungao aberta (ver Exercicio 9.4). Para mostrar
que U; N A; = (), comece lembrando que A; = m;(A), que A contém Z, e que
7 = 7;1(Z;). Isso implica que se a; € A;, entdo todo a € 7; (a;) pertence a A.
Em particular, se existisse a; € U; N A;, entdo também existiria o € 7; *(a;) tal
que « € UN A. Como UN A =), tal a; ndao pode existir, ou seja, U; N A; = ().

Para mostrar a parte se, suponha que X; seja regular para todo ¢ € I. Pela
Proposicao 18.6, para todo ¢ € I e todo ponto z; € X;, existe uma base de vizi-
nhancas de z; formada por subconjuntos fechados de X;. Dai e do Exercicio 9.2,
segue que todo ponto em [[,.; X; admite uma base de vizinhangas formada por
subconjuntos fechados de [ ,.; X;. Assim, segue da Proposicao 18.6 que [[,.; X
também é um espacgo regular. D

iel

Como consequéncia imediata da proposi¢ao acima e da Proposicao 16.6, obtemos
que as mesmas relagoes valem para o axioma T3.

Corolario 18.8. (a) Sejam X um espago topolégico nao vazio e S um subespago

topoldgico nao vazio de X. Se X for T3, entao S também é Tj.
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(b) Seja {X;}ic; uma familia ndo vazia de espacos topoldgicos nao vazios. O espago
produto [],., X; é T3 se, e somente se, os espacos topolégicos X; sao T3 para
todos os i € I.

Demonstragao. Esse resultado segue diretamente das Proposicoes 18.7 e 16.6. [

Para encerrar esta aula, apresentamos trés exercicios. O primeiro estabelece quais
das topologias no plano Cartesiano sao regulares. O segundo estabelece condig¢oes
sobre uma funcao que garantem que a imagem de um espaco regular (resp. T3) seja
regular (resp. T3). O terceiro fortalece a separagdo entre um ponto e um fechado
em espacos regulares, mostrando que os abertos separadores podem ser escolhidos
com fechos disjuntos.

Exercicio 18.3. Use os resultados dessa aula para determinar quais das topologias
no plano construidas na Sec¢ao 3.3 sao regulares e quais nao sao.

Resolugdo (Daniel). o Topologia trivial, 7 = {R? (}. Seja Z um conjunto fe-
chado em 7, entdao Z = () ou Z = R?. Se Z = R?, entao R*\ Z = (), ou seja, nao
existe nenhum z € R?\ Z. Se definirmos Z = (), entao podemos tomar A; = ()
e Ay = R? para qualquer z € R?. Isso mostra que, nesse caso, (R?,7) é regular.
No entanto, como os pontos de R? nao sao fechados, esse espaco topolégico nao
¢é 17 e, consequentemente, nao é T3.

e Topologia de Zariski. Note que o conjunto Z = {(z,0) | z € R} é fechado em
relacao a topologia de Zariski, dado que é o zero do polinémio y. Além disso,
o ponto p = (0,1) € R?\ Z. Suponha que existissem um conjunto aberto A tal
que Z C A e uma vizinhanca U € U, tal que ANU = (. Em particular, isso
implicaria que ANU®° = () ou, equivalentemente, que (R?\ A)U (R?\ U°) = R
Como A e U° sao abertos, entao R?\ A e R?\ U° seriam fechados de R%. Assim,
pela construcao da topologia de Zariski, existiriam polinomios p e ¢ € R|x, y]
tais que R*\ A =V (p) e R*\ U° = V(q). Assim,

R* = (R*\ A) U (R*\U°) = V(p) UV (q) = V(pg).

Como o tnico polinémio cujo conjunto de zeros é R? é o polinomio nulo, isso
implicaria que pg = 0 ou, equivalentemente, que p = 0 ou ¢ = 0. No primeiro
caso, nés terfamos que V(p) = R?, o que contradiria o fato de que A = X\ V(p)
é nao vazio. No segundo caso, nés terfamos que V(q) = R?, o que contradiria o
fato de que x € X \ V(q). Isso mostra que R? nao pode ser um espago regular
quando munido da topologia de Zariski.

e Topologia usual. Como a topologia usual advém de uma métrica, segue do
Exemplo 19.4 que o plano R? munido da sua topologia usual é um espaco
topolégico regular e Tj.

e Topologia lexicogréfica. Pelo Exercicio 8.2, o plano Cartesiano R? munido da
topologia lexicografica é igual ao produto da reta real R munida das topologias
métrica e discreta. Pelo Corolario 18.8, o produto é um espacgo topologico T3
se, e somente se, cada uma das suas componentes ¢ um espago topologico T5.
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Pelo Exercicio 18.1, a reta real é um espago topoldgico T3 quando munida das
topologias métrica e discreta. Isso mostra que plano Cartesiano R? munido da
topologia lexicografica é um espaco topolégico T;.

e Topologia discreta, 7 = P(R?). Nesse caso, se Z for um subconjunto fechado
de R? e x for um ponto de R? que nao pertence a Z, entao U := {z} é uma
vizinhanga (aberta) de x e A := Z é um subconjunto aberto de R? tal que Z C A
e UNA = 0. Isso mostra que (R? 7) é um espago topoldgico regular. Além
disso, como todo subconjunto do plano R? ¢ aberto e fechado com relacio &
topologia discreta, em particular, todo subconjunto com apenas um elemento é
fechado. Pela Proposicao 16.5, isso significa que (R?, 7) é um espaco topolégico
T1 e, consequentemente, T3. O

Exercicio 18.4. Sejam X e Y dois espacos topoldgicos e f : X — Y uma fungao.
Mostre que:

(a) Se X for um espaco regular e f for continua, aberta e sobrejetora, entdo Y
também é regular.

(b) Se X é um espago T3 e f for continua, aberta, fechada e sobrejetora, entao Y
também é T3.

Exercicio 18.5. Seja X um espaco topoldgico regular. Mostre que, para todo
fechado Z C X e todo x ¢ Z, existem abertos U,V C X taisque Z C U,z €V e
unv =9.
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O principal objetivo desta aula é apresentar os chamados espacos topoldgicos nor-
mais e Ty, que constituem o ultimo degrau na hierarquia de axiomas de separagao
estudada nesta disciplina. Apds introduzir as defini¢oes e verificar a posicao dessa
classe na hierarquia (todo espago Ty é Tj), exploraremos exemplos concretos e in-
vestigaremos de que modo a normalidade se comporta em relagao a subespacos,
produtos e imagens por fungoes continuas. O principal resultado da aula é o cha-
mado Lema de Urysohn, resultado que caracteriza os espagos normais em termos da
existéncia de fungoes continuas que separam fechados disjuntos.

19.1. Espacgos T4 e normais. Vamos comecar definindo espagos normais e T}.

Defini¢ao 19.1 (de espaco normal e Ty). Um espago topoldgico nao vazio X é dito
normal quando, para quaisquer dois fechados disjuntos 7, Zo C X, existem abertos
disjuntos A;, Ay C X tais que Z; C Ay e Zy C Ay, Um espaco topoldgico nao vazio
X é dito T, quando X é normal e 7.

Observagao 19.2. Todo espaco topologico Ty é T3. De fato, se X for um espago
topolégico Ty, em particular, X é T;. Pela Proposicao 16.5, isso significa que os
pontos de X sao fechados. Além disso, como X é normal, entao para todo subcon-
junto fechado Z C X e todo ponto z ¢ Z, existem abertos disjuntos Ay, Ay C X
tais que Z C Ay e {x} C A,. Isso implica que Ay € U, e A; N Ay = (), ou seja, que
X é regular.

A definicao de espaco normal e a observacao acima mostram que a normalidade é
uma propriedade de separagao mais forte do que a regularidade: todo espaco Ty é T3,
mas a reciproca nao vale em geral. Para desenvolver mais intui¢ao sobre a definigao
acima, vamos examinar os espacos topologicos com dois pontos, nos quais é possivel
verificar diretamente a normalidade (ou a sua auséncia) para cada topologia.

Exemplo 19.3. Considere um conjunto com dois elementos, X = {a,b}. Lembre
que, a menos de homeomorfismos, as tnicas topologias em X sao: a trivial, a de
Sierpinski e a discreta. Vamos determinar quais delas sao normais e quais sao T}:

e Topologia trivial. Como X munido da topologia trivial nao é 77, entao X nao é
T,. No entanto, X munido da topologia trivial é normal. De fato, observe que
se Z, e Zy sao fechados disjuntos de X entao Z; = () ou Z, = (). No primeiro
caso, os abertos A; = 0 e Ay = X satisfazem Z; C Ay, Zo C Ay e Ay N Ay = 0;
e no segundo caso, os abertos A; = X e Ay = () satisfazem Z; C Ay, Zo C Ay e
A1 N Ay = (). Isso mostra que esse ¢ um exemplo de espaco topolégico normal
que nao é Ty (nem T3, nem Hausdorff).

e Topologia de Sierpinski. Considere a topologia de Sierpinski 7 = {0, {a}, X'}.
Como m = X, o ponto a nao é fechado e, consequentemente, esse espago topo-
l6gico nao é T;. Assim, X também nao é T;. No entanto, X é normal. De fato,
observe que, se Z;,Z, C X sao fechados disjuntos, entao Z; = () ou Zy = .

No primeiro caso, os abertos A; = () e Ay = X satisfazem 7, C Ay, Z, C A,
143
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e Ay N Ay = 0; e no segundo caso, os abertos A; = X e Ay = () satisfazem
Zy C Ay, Zy € Ay e Ay N Ay = (). Isso mostra que esse espaco topoldgico é
normal e, consequentemente, também mostra que existem espacos topologicos
normais que nao sao regulares (ver Exercicio 18.2).

e Topologia discreta. Lembre que, neste caso, todo subconjunto de X é aberto
e fechado. Em particular, esse espago topoldgico é T7. Agora vamos mostrar
que ele também é normal. Se Z;, Z, C X sao subconjuntos fechados disjuntos,
entao Ay = 7, e Ay = Z5 sao subconjuntos abertos disjuntos. Isso mostra que
X é normal e, consequentemente, T}.

As topologias trivial e de Sierpinski fornecem exemplos de espacos normais que
nao sao 7Ty, enquanto a topologia discreta fornece o exemplo mais simples de espaco
T,. Uma classe muito mais ampla de exemplos é fornecida pelos espacos métricos,
que, cOMO veremos a seguir, sao sempre 7y.

Exemplo 19.4. Todo espago métrico é Ty. De fato, suponha que (X, d) é espago
métrico. Pelo Exemplo 16.4, sabemos que X ¢é T7. Entao, para mostrar que X ¢é T},
basta verificar que X é normal.

Para mostrar que X é normal, fixe dois fechados disjuntos Z; e Z5 de X. Depois,
para cada x € X, defina

1 1
M= g inf{d(x,2) | 2 € Z1} e ry,:= 5 inf{d(z,2) | z € Zs}.

Defina também A; := UZEZ1 B(z,ry.) e Ay := UZGZ2 B(z,71.). Observe que A;, Ay
sao abertos em X, que Z; C A; e que Z, C A, por construcao. Para concluir a
demonstracao de que X é Ty, vamos usar contradicao para mostrar que A; N Ay = (.
De fato, se existisse x € A; N A,, isso significa que existiriam z; € Z; e 2o € Z5 tais
que d(x, z1) < 1oz, e d(z,22) < r1,. Assim, terfamos que

1 1
d(z1,22) < d(z1,2) +d(x,20) < Tozy + 712 < Qd(zla 22) + Ed(z% z1) = d(z1, 22).

Como isso nao faz sentido, entdao nao pode existir tal x € A; N As. Isso mostra que
X éTy.

Os exemplos acima trataram de espacos topoldgicos especificos. O exercicio a
seguir também: o principal objetivo desse exercicio é determinar quais topologias
em R satisfazem o axioma de normalidade e o axioma T}.

Exercicio 19.1. Considere o conjunto R munido das seguintes topologias: discreta,
topologia K (Exercicio 3.2), de Sorgenfrey (Exemplo 3.5), topologia usual (métrica),
cofinita (Exemplo 2.3), coenumeravel (Exemplo 13.6), topologia do Exercicio 3.1, e
topologia trivial. Determine quais dessas topologias sao normais e quais sao 7.

Resolucao (Mateus). (a) Topologia discreta. Sejam Z;, Zs C R dois subconjuntos
fechados e disjuntos em relacao a topologia discreta de R. Na topologia discreta,
por definicao, todos os subconjuntos sao abertos. Portanto, podemos definir
Ay = Z1 e Ay := Z5. Como consequéncia direta, A; e Ay sao conjuntos abertos,
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disjuntos (pois Z; N Zy = ()) e satisfazem Z; C A; e Zo C A,. Portanto, a
topologia discreta na reta é normal. Como ela também é T pelo Exercicio 16.2,
entao ela é Ty.

Topologia K. Como a topologia K na reta real é T7 (ver Exercicio 16.2), se ela
fosse normal, entao ela seria T. Pela Observacao 19.2, isso implicaria que a reta
real munida da topologia K seria um espaco topoldgico T3, o que contradiria o
resultado do Exercicio 18.1. Portanto concluimos que a topologia K em R nao
¢ T, e nao é normal.

Topologia de Sorgenfrey. Sejam Z; e Zy dois subconjuntos fechados e disjuntos
em R. Vamos construir dois abertos disjuntos A; e A, tais que Z; C A; e
Zy C As. Para cada x € Z;, como Z, é fechado e x ¢ Z,, o ponto = pertence
ao aberto R\ Z,. Pela definicao da base da topologia de Sorgenfrey, existe um
aberto bésico [z, + r,) totalmente contido em R\ Z; para cada x € Z;. Da
mesma forma, para cada y € Z5, como Z; é fechado e y ¢ Z;, existe um aberto
bésico [y,y + s,) tal que [y,y + €,) N Z; = (). Assim, definimos

A = U[a:,x—i—rx) e Ay = U[y,y—f—sy).

AV YEZ2

Por construcao, A; e Ay sao abertos tais que Z; C A; e Zo, C A,. Agora
mostremos que A; e Ay sao disjuntos. Se existisse z € A; N Ay, entao existiriam
T € Zyey € Zy tais que z € [z,x+ 1) e z € [y,y + 5,). Isso implicaria
que = € [y,y + Sy), ou que y € [r,r + r;). No primeiro caso, isso contradiria
a hipétese de que [x,x + ;) N Zy = ); e no segundo caso, isso contradiria a
hipétese de que [y,y + s,) N Z; = 0. Portanto nenhum dos dois casos podem
ocorrer e, consequentemente, A; e Ay devem ser disjuntos. Isso mostra que a
reta real munida da topologia Sorgenfrey é normal. Como ela também é T}
(pelo Exercicio 16.2), entdo ela é T, também.

Topologia usual. Pelo Exemplo 19.4, todo espaco métrico é Ty. Como a topo-
logia usual da reta real é induzida de uma métrica, segue que ela é normal e
Ty.

Topologia cofinita. Como a topologia cofinita na reta é T (ver Exercicio 16.2),
se ela fosse normal, entao ela seria Ty. Pela Observacao 19.2, isso implicaria que
a reta real munida da topologia cofinita seria um espaco topoldgico T3, o que
contradiria o resultado do Exercicio 18.1. Portanto concluimos que a topologia
cofinita em R nao é T, e nao é normal.

Topologia do Exercicio 3.1. Assim como no caso anterior, como a topologia do
Exercicio 3.1 na reta real é T} (ver Exercicio 16.2), se ela fosse normal, entao
ela seria Ty. Pela Observacao 19.2, isso implicaria que a reta real munida da
topologia do Exercicio 3.1 seria um espaco topoldgico T3, o que contradiria o re-
sultado do Exercicio 18.1. Portanto concluimos que a topologia do Exercicio 3.1
em R nao é T, e nao é normal.

Topologia coenumeravel. Assim como nos dois casos anteriores, como a topo-
logia coenumerdvel na reta real é T} (ver Exercicio 16.2), se ela fosse normal,
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entao ela seria Ty. Pela Observacao 19.2, isso implicaria que a reta real munida
da topologia coenumeravel seria um espago topoldgico T3, o que contradiria o
resultado do Exercicio 18.1. Portanto concluimos que a topologia coenumeravel
em R nao é Ty e nao é normal.

(h) Topologia trivial. Lembre que, em relagao a topologia trivial, os tinicos abertos
da reta real sao ) e R. Logo, seus tnicos fechados também sao () e R. Assim,
se Z, e Zy sao fechados disjuntos, entao Z; = () ou Z, = (). No primeiro caso,
podemos tomar A; = () e Ay = R, dois abertos disjuntos tais que Z; C A; e
Zy C Ay. No segundo caso, podemos tomar A; = R e Ay, = (), dois abertos
disjuntos tais que Z; C Ay e Zy C As. Portanto, em relacao a topologia trivial,
a reta real é normal. Mas ela néo é T}, por nao ser 77 (ver Exercicio 16.2). O

Agora que nés desenvolvemos alguns exemplos, vamos passar a investigar como a
normalidade se comporta sob as construgoes topoldgicas mais comuns: subespagos,
produtos e imagens. A primeira proposicao mostra que a normalidade é herdada
por subespacos fechados.

Proposicao 19.5. Sejam X um espago topoldgico nao vazio e S C X um subespaco
topoldégico nao vazio. Se X for normal e S for fechado em X, entao S também é
normal.

Demonstracao. Sejam Z, e Z dois fechados disjuntos de S. Como S é fechado em
X, entao pela Proposicao 7.6(c), Z;, Zs sao fechados em X. Como X é normal,
entao existem abertos disjuntos A, A3 C X tais que Z; C Ay e Zy C Ay. Além
disso, como Z;,Z, C S, entao Z; C SN Ay e Zy C SN A,y Isso mostra que S é um
espaco topoldgico normal. ([l

A hipétese de que S é fechado é essencial na proposicao acima: subespagos ar-
bitrarios de espacos normais nao precisam ser normais. O exemplo a seguir ilustra
essa situagao de forma explicita, exibindo um espaco normal e um subespaco seu
que nao é normal.

Exemplo 19.6. Considere um conjunto X = {0,a,b,1} munido da topologia 7
dada por {0, {0}, {0,a},{0,b},{0,a,b}, X}. Vamos verificar que (X, 7) é um espago
topoldgico normal. Para isso, observe que os fechados de X sao: 0, {1}, {1,a}, {1,b},
{1,a,b} e X. (Em particular, X nao é Ty, porque {a} e {b} ndo sao fechados.) Como
todo fechado nao vazio contém 1, entdao nao existem fechados nao vazios disjuntos
em X. Assim como no Exemplo 19.3, isso implica que (X, 7) é normal.

Agora, vamos verificar que o subconjunto S = {0, a, b}, munido da topologia in-
duzida 7¢ = {0, {0}, {0, a}, {0,b}, S}, ndo é um espago topolégico normal. Primeiro,
observe que os fechados de S sao: (), {a}, {b}, {a,b} e S. (Em particular, S também
nao é Ty, porque {0} nédo é fechado.) Depois, considere os fechados disjuntos {a} e
{b}. Como todos os abertos que contém a também contém 0 e todos os abertos que
contém b também contém 0, entao nao existem abertos disjuntos de S que separem
{a} de {b}. Isso mostra que S nao é normal.
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Além do comportamento em relacao a subespacos, é natural investigar como a
normalidade se comporta em relacao a produtos. A proposicao a seguir mostra que
a normalidade do produto implica a normalidade de cada fator, embora a reciproca
seja falsa em geral, como veremos no exercicio subsequente.

Proposicao 19.7. Seja {X;};c; uma familia ndo vazia de espagos topoldgicos nao
vazios. Se o espago produto [[,.; X; for normal, entdo os espagos topolégicos X; sao
normais para todos os i € 1.

Demonstragdo. Suponha que X = [],.; X; é normal e fixe i € I. Queremos mostrar
que X; também ¢é normal. Para isso, fixe dois fechados disjuntos Z; e Zy de X;.
Como m; : X — X; é continua por hipétese, entdao 7; 1(Z;) e m; '(Z,) sdo fechados
em X. Além disso, como Z; e Zy também sao disjuntos por hipotese, entao

T N (Z) N (Zy) =7 (21N Za) = 0,

ou seja, m; (Z;) e m; '(Zy) sdo (fechados) disjuntos. Dai e da hipdtese que X é
normal, segue que existem abertos disjuntos A; e Ay de X tais que 7, 1(Zl) C A
e 7TZ-_1(ZQ) C A,. Defina By := m;(A;) e By := m;(As). Para concluir essa demons-
tracao, vamos mostrar que B; e By sao abertos disjuntos de X; tais que Z; C B; e
Zy C Bsy. Isso vai implicar que X; é normal.

Para mostrar que By e B, sao abertos, basta lembrar que A; e Ay sao abertos e que
m; também é aberta (ver Exercicio 9.4). Para mostrar que Z; C By, basta observar
que Z; = mi(m;1(Z))) C mi(A) = By, porque T; é sobrejetora e ; '(Z;) C Aj.
Analogamente, temos que Zy = m;(m; ' (Zy)) C m;(Ay) = B,. Para mostrar que
B N By, = (), vamos usar contradicao. Suponha que existisse x € By N By. Isso
significaria que existiriam y; € A; e x2 € Ay tais que x1(i) = = x2(i). Como
7,1 (Zy) C Ay, entdo quaisquer que fossem as outras coordenadas xi(j), terfamos
que x1 € A,. Isso contradiria o fato que A; N Ay = (). Isso mostra que B; e By
sao abertos disjuntos de X; tais que Z; C By e Zy C Bs; o que implica que X; é
normal. O

A reciproca da proposicao acima é falsa: o exercicio a seguir exibe um espaco
normal cujo quadrado nao é normal, mostrando que a normalidade nao se preserva
por produtos em geral.

Exercicio 19.2. Considere o conjunto dos niimeros reais R munido da topologia de
Sorgenfrey (ver Exemplo 3.5). Mostre que R é normal e que o produto R x R nao é
normal.

Resolugao (Roger). Lembre do Exercicio 19.1 que a reta real munida da topologia
de Sorgenfrey é um espaco topolégico normal. Vamos mostrar que o produto R x R
nao é um espaco topoldgico normal quando cada um dos seus fatores estiver munido
da topologia de Sorgenfrey. Para isso, vamos construir dois subconjuntos fechados e
disjuntos 71, Zs C R x R, tais que: se A; e Ay forem dois abertos tais que Z; C A;
e Zy C Ay, entao A; N Ay # (). Defina:

Zy={(¢,—q9) eRxR|qeQ} e Zy:={(z,—x) e RxR|zeR\Q}.
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Vamos comecar mostrando que Z; e Z, sao fechados em R x R. Para isso, vamos
mostrar que, para cada zo € R, o conjunto L,, := {(z,—z) € Rx R |  # z¢}
¢ fechado em R x R. Como Z; = ﬂxeR\Q Ly e Zy = (\,eq La, isso implicard que
Zy e Zy sao fechados em R x R. Para mostrar que os conjuntos L,, sao fechados,
comece fixando zo € R. Vamos mostrar que, para todo (z,y) ¢ L,,, existe um
aberto bdsico da topologia produto B C R x R tal que (z,y) € Be BN L,, =
(. Pela Proposigao 5.8, isso implicard que o complementar de L,, é aberto ou,
equivalentemente, que L,, ¢ fechado.

Para mostrar que, para todo (z,y) ¢ L,,, existe um aberto basico da topologia
produto B C R x R tal que (x,y) € B e BN L,, = (), vamos comegar fixando
(x,y) ¢ L,,. Agora considere os seguintes trés casos:

o (z,y) = (29, —x0). Nesse caso, o aberto bésico [xg, zo+1) X [—z, —xo+ 1) nao
intersecta L,,. De fato, se (a,b) € [xg, xo + 1) X [—x¢, —29 + 1), entdo a > zg
eb> —xy. Assim, a > xg > —b, ou seja, a = xg = —b ou a > —b. Em ambos
os casos, (a,b) & L,,.

e © > —y. Nesse caso, o aberto bdsico [z, z + 1) X [y, y + 1) nao intersecta L,,.
De fato, se (a,b) € [z, x+ 1) X [y, y+ 1), entdo a > = ¢ b > y. Assim, nesse
caso, a > x > —y > —b. Isso implica que (a,b) ¢ L, .

e © < —y. Nesse caso, denote r := —1(z+y). O aberto basico [z, z+7) X [y, y+7)
nao intersecta L,,. De fato, se (a,b) € [z, x +r) X [y, y + 1), entdo

1 1 1 1
a<z—gety)=gl-y)=-5-2) (y 2($+y)) <
Isso mostra que os conjuntos L,, sao fechados em R x R e, como consequéncia, os
conjuntos Z; e Zy também sao fechados em R x R.

Agora vamos mostrar que, se A; e A; forem dois abertos de R xR tais que Z; C A,
e Zy C Ay, entao A;jNAy # (). Para isso, comece fixando dois abertos Ay, A, € RxR
tais que Z; C Ay e Zy € As. Como A; é aberto, para todo ponto (¢, q) € Z; C Ay,
existem 0y 4,02, > 0 tais que o aberto bdsico [q, ¢ + 01,4) X [—¢, —q + d2,,) estd
contido em A;. Analogamente, para todo ponto (z, —z) € Z,, existem € 4, €z, > 0
tais que [z, x + €1,) X [z, —x + €2,) C Ay. Agora observe que, se €3, > = — ¢
para algum z € (g, ¢ + d14), entdo (z, —q) € A; N Ay; e se dy, > ¢ — x para algum
q € (z, x+ €,), entdo (¢, —z) € A; N Ay. Como Q e R\ Q sao densos em R, isso
sempre acontece.

Isso implica que o conjunto R x R nao é um espago topolégico normal, quando
cada R é munido com a topologia de Sorgenfrey U

Além de subespacos e produtos, podemos investigar como a normalidade se com-
porta sob imagens de fungoes. Como mostrara o préximo resultado, a normalidade
se preserva por imagens de fungoes continuas e fechadas.

Proposicao 19.8. Sejam X e Y dois espacos topoldgicos e f : X — Y uma funcao.
Se X for normal, f for sobrejetora, continua e fechada, entao Y também é normal.



NOTAS DE AULA DE TOPOLOGIA GERAL 149

Demonstrag¢ao. Suponha que X é normal e que f : X — Y é uma funcao sobrejetora,
continua e fechada. Queremos mostrar que Y também é normal. Para isso, fixe dois
fechados disjuntos Z; e Zs de Y. Como f : X — Y é continua por hipdtese, entao
f~YZ)) e f71(Z) sdo fechados em X. Além disso, como Z; e Z, sao disjuntos por
hipétese, entao f~1(Z1) N f71(Zy) = f~HZ1 N Zy) =0, ou seja, f~1(Z1) e f71(Zy)
sao disjuntos também. Dai e da hipdtese de que X é normal, segue que existem
abertos disjuntos A;, Ay C X tais que f~1(Z;) C Ay e f7Y(Zy) C Ay. Defina
By =Y\ f(X\A1)eBy:=Y)\ f(X\As). Para concluir essa demonstracdo, vamos
verificar que B; e By sao abertos disjuntos de Y tais que Z; C By e Zy C By. Isso
vai implicar que Y é normal.

Para mostrar que B; e By s@o abertos, basta observar que f(X \ A1) e f(X \ 42)
sao fechados, porque A; e A, sao abertos e f é fechada. Para mostrar que Z; C By,
precisamos mostrar que: para todo z € Zj, nao existe x € X \ A; tal que f(z) =
z; ou equivalentemente, se € X \ Ay, entdao f(z) ¢ Z;. De fato, se x ¢ Ay,
como f~1(Zy) C Ay, entao x ¢ f~1(Z;). Isso significa exatamente que f(z) ¢ Z;.
Analogamente, temos que Zy C By. Para mostrar que B; N By = (), observe que

BiNBy =Y\ f(X\A))N(Y\ X\ A))
=Y\ (f(X\A) U X\ Ag))
=Y\ f(X\AUX\Ay)
=Y\ J(X\ (AN Ay))

=Y\ f(X)

= (Z)’
pois A;, As s@o disjuntos e f é sobrejetora. Isso mostra que By e By sao abertos
disjuntos de Y tais que Z; C By e Z5 C Bs; 0 que implica que Y é normal. ]

A hipétese de que f é fechada no resultado anterior é, novamente, essencial: a
continuidade sozinha nao é suficiente para preservar a normalidade. O exemplo a
seguir exibe uma func¢ao continua sobrejetora de um espaco normal em um espaco
que nao é normal, confirmando que a normalidade pode ser destruida por imagens
de fungoes que nao sao fechadas.

Exemplo 19.9. Vamos mostrar que uma imagem por fun¢ao continua de um espaco
topoldgico normal nao necessariamente é normal. Primeiro, considere o intervalo
fechado [—1, 1] € R munido da topologia usual e considere o conjunto S = {0,a, b}
munido da topologia 7¢ = {0,{0},{0,a},{0,b},S}. Considere também a fungao
f:[-1,1] — S dada por

a, sex=—1,
flx)=40, se —1<z<]l,
b, sex=1.

Observe que [—1, 1] é um espago topolégico normal (Exemplo 19.4 e Proposicao 19.5).
Observe também que f é uma funcao sobrejetora e continua. De fato, as imagens
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inversas dos abertos de S por f sao:

Loy =0, 710} = (=11, f{0,a}) =[-1,1) = [-1,1] N (=2,1),
f_l({ovb}) = (_17 1] = [_17 1] N (_1’2) S f_l(S) = [_1’ 1]'

Além disso, lembre do Exemplo 19.6 que .S é um espago topoldgico que nao é normal.

As trés proposi¢oes anteriores admitem versoes analogas para o axioma T}, que
reunimos no corolario a seguir.

Corolario 19.10. (a) Sejam X um espago topoldgico nao vazio e S C X um
subespagco topoldgico nao vazio. Se X é Ty e S C X é fechado, entao S também
éTy.

(b) Seja {X;}ier uma familia ndo vazia de espagos topoldgicos nao vazios. Se o
espaco topolégico ], ; X; for T}, entao X; é T para todo i € I.

(c) Sejam X e Y dois espagos topolégicos e f: X — Y uma fungao. Se X for T e
f for sobrejetora, continua e fechada, entao Y também é Tj.

Demonstracdao. As demonstragoes seguem direto da Proposi¢ao 16.6 junto com a
Proposigao 19.5 (parte (a)), Proposigao 19.7 (parte (b)) e Proposigao 19.8 (parte (c)).
O

Até este ponto, a normalidade foi caracterizada puramente em termos de se-
paracao de fechados por abertos. O resultado a seguir oferece uma caracterizagao
de natureza mais analitica: um espaco topoldgico é normal se, e somente se, quais-
quer dois fechados disjuntos podem ser separados por uma funcao continua com
valores reais. Esse resultado é o principal desta aula e constitui uma das pedras
angulares da topologia geral.

Teorema 19.11 (Lema de Urysohn). Sejam X um espago topolégico e o conjunto
dos numeros reais R munido da sua topologia usual. O espaco X é normal se, e
somente se, para quaisquer fechados nao vazios disjuntos 7, Z, C X, existe uma
fungao continua f: X — [0,1] tal que f(Z;) = {0} e f(Z2) = {1}.

Demonstracao. Para mostrar a parte somente se, suponha que X seja um espago
topoldgico normal e fixe dois fechados disjuntos Z;, Zo C X. A fungao f: X — [0, 1]
que nos construiremos sera quase como uma distancia em relacao ao conjunto Z;.
Entao a ideia da demonstracao € ir construindo, para cada elemento ¢ de um certo
subconjunto denso de [0, 1], um subconjunto aberto correspondente a ¢ (como se
fossem bolas abertas de raio ¢ racional em torno de um ponto), que contém Z; e
estd contido em X \ Z,. O valor da func¢ao f em um ponto x vai ser definida como
sendo o menor ¢ para o qual o ponto x esta contido no aberto correspondente a g
(como uma distancia).

Para colocar essa ideia em pratica, comece fixando o seguinte subconjunto enu-
meravel denso de [0, 1]:

Q= {i/2" |ie{l,..., 2"}
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Agora, para cada ¢ € (), nés vamos definir subconjuntos A, que nos auxiliarao na
definigdo da funcao f. Comece definindo o aberto A; := X \ Zy. Em seguida,
observe que, como X ¢é normal, Z; é fechado em X, A; é aberto em X e Z; C Aq,
entdo existe um aberto 4y C X tal que Z; C Ay C Ay C A; (ver Exercicio 19.3).
Analogamente, como X é normal, A, é fechado em X, A; é aberto em X e Ay C Ay,
entao existe um aberto A, € X tal que Ay C Ayjp C Zl/g C A;. De maneira
analoga, usando a hipétese de que X é normal e indugao em n, podemos construir
um subconjunto aberto A, C X para cada ¢ € @, de forma que A, C A, para todos
0s q,q € @ tais que q < ¢'.

Agora, vamos definir a fungao f : X — [0, 1] como sendo dada por

f) inf{ge Q |z e A,}, sex e A, para algum ¢ € Q,
xr) =
1, se x ¢ A, para todo q € Q.

Queremos mostrar que f(Z;) = {0}, que f(Z2) = {1} e que f é uma funcao continua.
Como Z; C Ay, entdo f(Z;) = {0}. Como A, C A; paratodoqge Qe Ay = X \ 2y,
entdo ZoNA, C ZoNA; =0, ouseja, x ¢ A, para todo x € Zy e g € Q. Isso implica
que f(Z,) = {1}.

Agora, vamos mostrar que f é continua. Para isso, para todo x € X e todo € > 0,
vamos construir U € U, tal que f(U) C (f(x) — ¢, f(z) +€) N[0, 1]. Pelo Lema 6.5,
isso significarda que f é continua. Vamos analisar trés casos separadamente:

e f(x) = 0. Nesse caso, queremos construir uma vizinhanca U € U, tal que
f(U) C [0, €). Para isso, comece observando que, como ) é denso em [0, 1],
existe r € @ tal que r € (0, €). Depois, observe que, como r > 0 = f(z), entdo
x € A,. Assim, se tomarmos U = A,., obteremos que U é uma vizinhanca de x
e que f(u) <r < e para todo u € U.

e f(r) = 1. Nesse caso, queremos construir uma vizinhanga U € U, tal que
f(U) C (1 —g¢, 1]. Para isso, comece observando que, como ) é denso em [0, 1],
existe r € @ tal que r € (1 — ¢, 1). Depois, observe que, como r < 1 = f(x),
entdo x ¢ A,. Assim, se tomarmos U = X \ A,, obteremos que U é uma
vizinhanga de z e que f(u) > r > 1— ¢ para todo u € U.

e f(z) € (0,1). Nesse caso, queremos construir uma vizinhanga U € U, tal que
fU) C(f(x) =€, f(x)+€)N]0,1]. Para simplificar, vamos definir

¢ :==min{e, f(z),1— f(x)}

e construir uma vizinhanca U € U, tal que f(U) C (f(x) — €, f(x) + €). Para
isso, comece observando que, como @ é denso em [0, 1], existe r; € @ tal que
r € (f(z) — €, f(x)) e existe ry € Q tal que o € (f(x), f(x) + €). Depois,
observe que, como r; < f(z), entdo x ¢ A, e, como f(x) < ry, entdo x € A,,.
Assim, se tomarmos U = A,, \ 4,,, obteremos que U é uma vizinhanca (aberta)
dexequel —€¢ <r < f(u) <ry< f(z)+ € para todo u € U.

Em todos os casos, nds conseguimos construir uma vizinhanca U € U, tal que

fU) € (f(x) =€ flz) +€) N0, 1].
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Pelo Lema 6.5, isso implica que a funcao f é continua e conclui a demonstracao da
parte somente se.

Para mostrar a parte se, suponha que, para quaisquer dois fechados disjuntos
Zy e Zy de X, exista uma funcao continua f : X — [0,1] tal que f(Z;) = {0} e
f(Z5) = {1}. Como f ¢é continua e [0,4) = [0,1]N (o0, 3) ¢ aberto em [0, 1], entao
Ay == f71]0,3) é um aberto de X que contem Z;. Analogamente, Ay := 7! (3,1]
¢ um aberto de X que contem Z,. Além disso, observe que

AiNAy=f710,1/2)n 1 (1/2,1) = £71([0,1/2) N (1/2,1]) = 0.

Ou seja, A; e Ay sao subconjuntos abertos e disjuntos de X tais que Z; C A; e
Zy C As. Isso mostra que X é normal. O

Os exercicios a seguir complementam o conteido desta aula. O primeiro revisita
a definicao de normalidade e apresenta caracterizagoes alternativas equivalentes,
analogas aquelas discutidas para a regularidade; o segundo explora a interacao entre
regularidade, segundo axioma de enumerabilidade e normalidade, estabelecendo um
resultado classico.

Exercicio 19.3. Dado um espago topolégico X, mostre que as seguintes afirmacoes
sao equivalentes:

(a) X é normal.

(b) Para todos os subconjuntos Z; e Z, fechados disjuntos de X, existem abertos
Al,AQ Q X tais que Zl Q Al, ZQ Q A2 eA_lﬂA_QI (Z)

(c) Para todo subconjunto fechado Z C X e todo subconjunto aberto A C X tal
que Z C A, existe um subconjunto aberto VC X tal que Z CV C V C A.

Resolugao (Zyon). (a) = (b): Suponha que X seja normal. Considere dois fechados
disjuntos, Z;, Zy C X. Como X é normal, existem dois abertos disjuntos, A;, As C
X, tais que Z; C A; e Zy C A,. Note que X \ Ay também é fechado e que
(X \ A3) N Zy = (). Como X é normal, existem abertos disjuntos, By, B C X,
tais que X \ Ay C By e Zy C B,. Analogamente, como Z; e X \ A; s@o fechados
disjuntos e X é normal, existem abertos disjuntos, C7,Cy C X, tais que Z; C C] e
X\ A} C Cy. Observe que Z; C Cy e Zy C By. Vamos mostrar que C; N By = 0.

Para mostrar que C; N By = (), comece observando que C; N Cy = (), ou seja,
que C; C (X \ Cy). Como Cy é aberto (por construcao), entdao X \ Cy é fechado e,
consequentemente, C; C (X \ Cy) (ver Lema 5.13(a)). Além disso, como (X \ 4;) C
Cy, entdo C; C (X \ Cy) C A;. Analogamente, By C (X \ B;) C Ay. Isso implica
que

CiNBy CANA=0.
Com isso, concluimos a demonstragao de que C; e By sao subconjuntos abertos de
X tais que Zl Q Cl, 22 Q BQ eaﬂE: (Z)

(b) = (c¢): Suponha que, para todos os subconjuntos fechados e disjuntos, Z;, Z, C
X, existam abertos Ay, Ay C X tais que Z; C Ay, Zo C Ay e Ay N Ay = 0. Sejam Z
um subconjunto fechado e A um subconjunto aberto de X tais que Z C A. Denote
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Zy:=ZeZy =X\ A Como Z é fechado, entdao Z; é fechado; como A é aberto,
entao Z é fechado; e como Z C A, entdo Z3 N Zy = ZN (X \ A) = 0. Pela hipdtese,
existem abertos Vi, Vo C X tais que Z7 C Vi, Zy C Vh e VinV, = 0. Assim, se
denotarmos V' := Vi, teremos que:

Z=ZCVi=VCV e V=V C(X\W) C(X\2%) =A

(¢) = (a): Suponha que X seja um espago topoldgico no qual, para todo subcon-
junto fechado Z e todo subconjunto aberto A tais que Z C A, exista um subconjunto
aberto V tal que Z C V C V C A. Vamos mostrar que X é normal. Para isso,
sejam Z; e Z, dois fechados disjuntos de X. Denote Z := Z; e A := X \ Z;. Como
Z, é fechado, entao Z é fechado; como Z5 também é fechado, entao A é aberto; e
como Z1 N Zy =), entdo Z = Z; C (X \ Zy) = A. Pela hipétese, existe um aberto
Vtal que Z; CV CV C A. Note que A; := V é um aberto que contém Z;, que
Ay := X \'V é um aberto que contém X \ A = Z», e que A;NAy =V N(X\V)=0.
Isso mostra que X é um espaco normal. 0]

Exercicio 19.4. Se X for um espaco topoldgico regular e segundo enumeravel,
mostre que X é normal.



AuLA 20

Nessa aula, estudaremos mais duas classes de espagos topoldgicos: o0s espacos
completamente requlares e os espacos de Tychonoff. Esses espacgos surgem natural-
mente como uma generalizagao dos espacos normais: enquanto o Lema de Urysohn
garante, em espacos normais, a separacao de quaisquer dois fechados disjuntos por
uma funcao continua, os espacos completamente regulares satisfazem uma versao
mais fraca dessa condicao, exigindo apenas a separagao de um ponto de um fechado
que nao o contém. Veremos que essa classe de espacos possui propriedades de he-
reditariedade e estabilidade por produtos que os espacos normais nao possuem, o
que os torna especialmente relevantes. Encerraremos a aula com uma caracterizacao
dos espacos completamente regulares em termos da topologia fraca induzida pelas
funcoes continuas limitadas definidas sobre eles.

Durante toda essa aula, vamos considerar o conjunto dos niimeros reais R munido
da sua topologia usual e o intervalo fechado [0, 1] munido da topologia induzida
como subespaco de R.

20.1. Espacos completamente regulares e de Tychonoff. Vamos comecar a-
presentando a definicao dos espacos completamente regulares e de Tychonoff.

Definicao 20.1 (de espago completamente regular e de Tychonoff). Um espago
topoldégico X é dito completamente regular quando, para todo subconjunto fechado
nao vazio Z C X e todo z € X \ Z, existe uma funcao continua f : X — [0, 1]
tal que f(Z) =0e f(x) = 1. Um espago topoldgico X é dito espaco de Tychonoff
quando X é completamente regular e T7.

Com essa definicao em maos, podemos relacionar os espacos completamente re-
gulares e de Tychonoff com as outras classes de espacos topoldgicos ja estudadas.
As duas observacoes a seguir estabelecem essas relagbes. A primeira mostra que
os espacos T} sao, em particular, espacos de Tychonoff e a segunda mostra que os
espacos completamente regulares sao, em particular, regulares.

Observagao 20.2. Todo espago T é de Tychonoff. De fato, se X é um espago
topolégico Ty, entao X é Tj. Assim, pela Proposicao 16.5, o subconjunto {z} é
fechado para todo x € X. Além disso, se X for Ty, entao X é normal. Assim, pelo
Lema de Urysohn (Teorema 19.11), para quaisquer fechados disjuntos Z;, Zs C X,
existe uma funcdo continua f : X — [0,1] tal que f(Z;) = 0 e f(Z3) = 1. Em
particular, tomando Z, = {z} com x ¢ Z;, vemos que X é um espago de Tychonoff.

Em vista da observacao acima, os espacos de Tychonoff ocupam uma posicao
intermediaria na hierarquia dos axiomas de separacao: todo espaco Ty é de Tychonoff
e, como veremos na observacao a seguir, todo espago de Tychonoff é T3. Por essa
razao, os espacos de Tychonoff sao frequentemente chamados de espacos T3% na
literatura.

Observacao 20.3. Todo espaco completamente regular é regular. De fato, suponha

que X seja um espaco topolégico completamente regular, considere um subconjunto
154
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fechado Z C X e um elemento x € X \ Z. Como X é completamente regular, entao
existe uma funcao continua f : X — [0,1] tal que f(Z) = 0 e f(z) = 1. Defina
A= f1 [0,%) elU = f! (%, 1]. Observe que, como f é continua e [O,%), (%,1}
sao abertos em [0, 1], entdo A e U sao abertos em X. Além disso, Z C A,z € U
e ANU = f71[0,3)nf (51 =f1([0,4) N (3,1]) = 0. Isso mostra que X ¢
regular. Consequentemente, todo espaco de Tychonoff também é T3.

Para melhor compreender o alcance das defini¢oes acima, vejamos alguns exemplos
concretos de espagos que sao completamente regulares ou de Tychonoff. O primeiro
exemplo examina as topologias sobre um conjunto de dois elementos, ilustrando que
a completamente regularidade nao ¢ garantida mesmo em espagos muito simples, e
que ela é estritamente mais forte do que a normalidade em geral.

Exemplo 20.4. Considere o conjunto X = {a,b}. Lembre que, a menos de home-
omorfismos, as unicas topologias em X sao: a trivial, a de Sierpinski e a discreta.
Vamos determinar quais delas sao completamente regulares e quais sao de Tychonoft:

e Topologia trivial. Como X munido da topologia trivial nao é 77, entao X nao
é de Tychonoff. No entanto, X é completamente regular. De fato, como X nao
tem nenhum subconjunto fechado proprio, entao X é completamente regular
por vacuidade.

e Topologia de Sierpinski. Considere a topologia de Sierpinski 7 = {0, {a}, X}.
Pelo Exercicio 18.2, esse espago nao é regular. Assim, pela Observacao 20.3,
esse espaco nao pode ser completamente regular. Isso mostra um exemplo de
espago topolégico normal (ver Exemplo 19.3) que ndo é completamente regular.

e Topologia discreta. Lembre do Exemplo 19.3 que o conjunto X munido da
topologia discreta é Ty. Assim, pela Observacao 20.2, ele também é um espaco
de Tychonoft.

O exemplo anterior deixa em aberto a questao da relacao entre espagos regula-
res e completamente regulares: o espago de Sierpinski, sendo normal (e portanto
regular), mostrou que ser normal ndo implica ser completamente regular. Também
existem espagos completamente regulares que nao sao regulares. No entanto, como
as construcoes desses exemplos sao técnicas, elas nao serao apresentadas nessa aula.

Os exemplos anteriores mostram que os espagos métricos, sendo Ty, sao em par-
ticular de Tychonoff. Esse fato é suficientemente importante para ser registrado
separadamente.

Exemplo 20.5. Todo espago métrico é um espaco de Tychonoff. Pelo Exemplo 19.4,
temos que todo espago métrico é Ty; e pela Observacao 20.2, temos que todo espaco
Ty é de Tychonoff. Isso implica que todo espago métrico é de Tychonoff.

O resultado acima pode ser visto de forma mais explicita e construtiva por meio
do exercicio a seguir, que pede uma demonstracao direta da completamente regula-
ridade de espagos métricos sem recorrer ao Lema de Urysohn.
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Exercicio 20.1. Sejam (X, d) um espago métrico, Z C X um conjunto fechado e
r € X\ Z. Use a funcao distancia d : X x X — R para construir explicitamente
uma fungao continua f: X — [0,1] tal que f(Z) =0e f(z) = 1.

Resolugao (Celso). Sejam (X, d) um espago métrico, Z um fechado em X e z um
ponto em X \ Z. Queremos construir uma fungao continua f : X — [0, 1] tal que
f(Z) ={0} e f(x) = 1. Vamos comegar considerando a fungao

g: X —R dadapor g¢g(y)= ingd(y,z).
ze

Intuitivamente, g(y) é a distancia do ponto y ao conjunto Z. Para formalizar essa
intuigao, observe que g(y) > 0 para todo y € X. Observe também que g(y) = 0 se, e
somente se, y € Z. De fato, se y € Z, entao d(y,y) = 0 e portanto, inf,c d(y, z) = 0.
Por outro lado, se inf,c d(y,2z) = 0, entdo existe z, € Z tal que d(y,z,) < 1/n,
para todo n € N. Logo, {z,}sen é uma sequéncia de elementos de Z que converge
para y. Isso implica que y € Z. Como Z é fechado, isso garante que y € Z. Observe
ainda que ¢ é continua, porque é o infimo de fungoes continuas.

Isso mostra que g é uma fungao continua tal que g(Z) = {0}. No entanto, g(z)
nao necessariamente é igual a 1. Assim, para obter uma funcao f : X — [0, 1] tal
que f(Z)={0} e f(z) = 1, vamos renormalizar g. De maneira concreta, defina

9(y)
9(y) +d(y, =)

Vamos verificar que f estd bem definida, é continua, que f(Z) = {0} e que f(z) = 1.

f:X = [0,1] por f(y)=

Para verificar que f estd bem definida, comece lembrando que g(y) > 0 e d(y, z) >
0. Assim, g(y) +d(y,x) = 0 se, e somente se, g(y) = 0 e d(y,z) = 0. Depois, lembre
que g(y) = 0 se, e somente se, y € Z. Lembre também que d(y, z) = 0 se, e somente
se, y = x. Assim, ¢g(y) + d(y,x) = 0 se, e somente se, x =y € Z. Como = ¢ Z por
hipétese, obtemos que g(y) + d(y, z) # 0 para todo y € X.

Para concluir a verificacao de que f estd bem definida, vamos justificar que sua
imagem estd contida no intervalo [0,1]. Por um lado, f(y) > 0, porque g(y) > 0 e
d(y,z) > 0 para todo y € X. Por outro lado, f(y) < 1, porque g(y) < g(y) +d(y, z)

)
para todo y € X. Isso mostra que, de fato, 0 < m < 1 para todo y € X.

Isso mostra que f estd bem definida. Para verificar que f é continua, comece
lembrando que g e d(—, x) sao fungoes continuas (ver Exercicio 6.2). Isso implica que
o denominador da f, a funcao g(—)+d(—, z), é continua (ver Exercicio 6.6(a)). Além
disso, lembre que g(y) + d(y, ) > 0 para todo y € X. Assim, f pode ser vista como
o produto de duas fungoes continuas, que também ¢é continua (ver Exercicio 6.6(b)).

Agora, observe que f(Z) = {0}. De fato, como ¢(y) = 0 para todo y € Z, entao

fly) = % = 0 para todo y € Z. Para finalizar a demonstracao, constatamos
que f(z) = 1. De fato, como d(z,z) = 0, entdao f(z) = % = 1. Isso mostra que f
¢ uma funcao continua X — [0, 1] tal que f(Z) = {0} e f(z) = 1. O

Exercicio 20.2. Considere o conjunto R munido das seguintes topologias: discreta,
topologia K (Exercicio 3.2), de Sorgenfrey (Exemplo 3.5), topologia usual (métrica),
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cofinita (Exemplo 2.3), coenumeréavel (Exemplo 13.6), topologia do Exercicio 3.1,
e topologia trivial. Determine quais desses espacos topologicos sao completamente
regulares e de Tychonoff.

Resolugao (Daniel). Comece lembrando da Observagao 20.3 que, se um espago to-
poldgico nao é regular, entao ele nao é completamente regular. Depois, lembre do
Exercicio 19.1 que a reta real munida da topologia K, da topologia cofinita, da topo-
logia coenumeravel e da topologia do Exercicio 3.1 nao é regular. Assim a reta real
nao é completamente regular quando munida da topologia K, da topologia cofinita,
da topologia coenumeravel e da topologia do Exercicio 3.1.

Depois, lembre da Observacao 20.2 que todo espago T é um espacgo de Tychonoft.
Pelo Exercicio 19.1, a reta real é um espaco T, quando munida das topologias usual,
de Sorgenfrey e discreta. Assim, a reta real é um espaco de Tychonoff quando
munida da sua topologia usual, da topologia de Sorgenfrey e da topologia discreta.

Para completar esse exercicio, vamos mostrar que a reta real é um espago com-
pletamente regular quando munida da topologia trivial. De fato, como os tunicos
abertos de R em relacao a topologia trivial sao () e R, entao os tinicos fechados sao
R e (). Logo, nao existe nenhum fechado nao vazio Z C R para o qual exista um
ponto x € R\ Z. Assim, por vacuidade, a reta real é um espago completamente
regular quando munida da topologia trivial. O

Com os exemplos e observagoes anteriores em mente, passamos agora ao estudo das
propriedades de estabilidade dos espagos completamente regulares e de Tychonoff.
Duas propriedades fundamentais que os espacos normais nao possuem em geral sao
a hereditariedade para subespagos e a estabilidade por produtos arbitrarios. Os dois
resultados a seguir mostram que os espacos completamente regulares e de Tychonoff,
ao contrario dos espagos normais, possuem ambas essas propriedades.

Proposicao 20.6. Sejam X um espagco topolégico e S um subespaco topologico de
X. Se X é completamente regular, entao S também é completamente regular.

Demonstragao. Sejam Z C S um subconjunto fechado e s € S\ Z. Como S é um
subespago de X, pela Proposi¢ao 7.6(b), existe um fechado Z C X talque Z = SNZ.
Observe que, como s ¢ Z, entao s ¢ Z. Agora, como X é completamente regular
por hipétese, entdo existe uma funcio continua f : X — [0,1] tal que f(Z) =0 e
f(s) = 1. Assim, pela Proposicao 7.10(a), restricao f|q : S — [0,1] é uma fungao
continua tal que f|q(Z) = 0e f|s(s) = 1. Isso mostra que S é completamente
regular. 0

A proposicao acima garante que subespacos topoldgicos de espagos completamente
regulares herdam essa propriedade. O resultado a seguir, complementar o anterior
e mostra que a produtos de espacos completamente regulares sao completamente
regulares.
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Proposigao 20.7. Seja {X;};c; uma familia de espagos topolégicos e considere o
produto cartesiano X = [[..; X; munido da topologia produto. Os espagos to-
poldgicos X; sao completamente regulares se, e somente se, X é completamente
regular.

Demonstra¢ao. Para mostrar a parte somente se, suponha que os espagos X; sejam
completamente regulares para todo ¢ € I. Depois, fixe um subconjunto fechado
préprio Z de X e um ponto x € X \ Z. Vamos construir uma fungao continua
f:X —10,1] tal que f(Z) =0e f(x) = 1. Como Z é fechado, entdo X \ Z é aberto
no espago produto. Pela definicao da topologia produto, para cada ¢ € I, existe um
subconjunto aberto A; € X; tal que x € [[,c; 4 € (X \ Z). Além disso, existe
um subconjunto finito J C I tal que A; # X somente se j € J. Para cada j € J,
defina Z; := X, \ A;, observe que Z; é fechado em X; e que x(j) ¢ Z;. Dai e da
hipétese que os espagos X; sao completamente regulares, segue que existem funcoes
continuas f; : X; — [0, 1] tais que f;(Z;) =0e f;(x(j)) = 1. Defina f : X — [0, 1]
como sendo f(y) = min{f;(v(y)) | 7 € J}. Observe que f é uma fungao continua.
Observe também que f(x) = 1, ja que f;(x(j)) = 1 para todo j € J. Para terminar,
observe que f(Z) = {0}. De fato, se ¢ € Z, entao ((j) ¢ A, para algum j € J.
Isso implica que ((j) € Z; para algum j € J, e consequentemente, que f;(¢(j)) = 0.
Assim, f(¢) = min{f;(¢(j)) | j € J} =0 para todo ¢ € Z.

Para mostrar a parte se, suponha que X = [[,.; X; é um espago topolégico
completamente regular. Depois, fixe ¢ € I, fixe um subconjunto fechado Z; de X;
e um ponto z; € X; \ Z;. Queremos construir uma fungao continua f : X; — [0, 1]
tal que f(Z;) = {0} e f(x;) = 1. Para isso, comece observando que, como 7; é uma
fungao continua e Z; é um subconjunto fechado de X;, entao 7;(Z;) é um subconjunto
fechado de X. Observe também que, como z; ¢ Z;, entdo 7, '(z;) N m; (Z;) = 0.
Assim, se fixarmos y € 7; !(x;), teremos que 7; '(Z;) é um fechado de X que nao
contém x. Como X é um espaco completamente regular por hipdtese, existe uma
funcio continua F : X — [0,1] tal que F(r;'(Z;)) = {0} e F(x) = 1. Para induzir
uma fungao X; — [0, 1], comece definindo, para cada y € X;, um elemento g € X
por:

~< ) Yi, se ] = i)
y\a) = . .

X(j), sej#i.
Depois, defina f(y) = F(§). Observe que, se z € Z;, entdo # € 7w, '(Z;) e, con-
sequentemente, f(z) = F(Z) = 0. Observe também que f(z;) = F(x) = 1. Por
fim, observe que F' é uma fungao continua (ver Proposi¢do 9.5). Isso conclui a

demonstracao de que X; é um espaco topolégico completamente regular. 0]

As duas proposicgoes anteriores, combinadas com o fato de que subespacos e produ-
tos de espacgos 17 sao T, implicam imediatamente o seguinte corolario para espacos
de Tychonoft.

Corolario 20.8. (a) Sejam X um espago topoldgico e S C X um subespago to-
poldgico. Se X é Tychonoff, entao S também é Tychonoff.
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(b) Seja {X;}icr uma familia de espagos topoldgicos e considere o espago topoldgico
X = [],c; Xi munido da topologia produto. Os espacos X; sdo espacos de
Tychonoff se, e somente se, X é um espago de Tychonoff.

Demonstra¢ao. A demonstracao da parte (a) segue diretamente da Proposigao 16.6
e da Proposigao 20.6. A demonstracdo da parte (b) segue diretamente da Pro-
posicao 16.6 e da Proposicao 20.7. U

Para concluir essa aula, vamos estabelecer uma caracterizacao dos espacos com-
pletamente regulares em termos de fungoes continuas limitadas. A ideia central é
que, dado um espaco topologico X, a familia de todas as fungoes continuas limitadas
f X — R determina uma topologia em X, a chamada topologia fraca induzida por
essas fungoes. Mostraremos que X ser completamente regular é equivalente ao fato
de que essa topologia fraca coincidir com a topologia original de X. Para enunciar
esse resultado, vamos comecar com as definicoes necessarias.

Dado um espacgo topolégico X, uma funcao continua f : X — R é dita limitada
quando existe ¢ € R tal que —c¢ < f(x) < ¢ para todo x € X. Denote a familia de
todas as fungoes f : X — R continuas limitadas por Cj(X).

Dados um conjunto X, uma familia de espagos topoldgicos {(Y;, 7;)}icr € uma
familia de fungdes {¢; : X — Y;}ies, a topologia fraca induzida por {¢;}c; é a
topologia mais grossa tal que ¢; : X — Y; é continua para todo ¢ € I. A familia
{¢;'(A) | A€ 7, eie I} éuma subbase para essa topologia.

No caso em que tomamos um espago topoldgico X e a familia de fung¢oes continuas
limitadas, I = C,(X), a topologia fraca induzida por C,(X) é, por construgao, mais
grossa que a topologia original de X. O proximo resultado mostra que essas duas
topologias coincidem exatamente quando X é completamente regular.

Proposicao 20.9. Um espago topoldgico (X, 7) é completamente regular se, e so-
mente se, a topologia 7 é a topologia fraca induzida por Cy(X).

Demonstrac¢ao. Para mostrar a parte somente se, suponha que (X, 7) seja um espago
topoldgico completamente regular. Denote a topologia fraca induzida por Cy(X) por
Tw- Queremos mostrar que 7 = 7,,. Como todas as fung¢oes em Cp(X) s@o continuas
em relagao a topologia 7 e a topologia 7, é a topologia mais grossa em X em relagao
a qual as fungbes em Cy(X) s@o continuas, entdo 7, C 7. Assim, para completar
essa demonstragao, basta mostrar que 7 C 7.

Para isso, primeiro lembre que uma subbase de 7, é dada pela familia
8w ={0""(U)| ¢: X — R é continua limitada e U C R é aberto}.

Em seguida, considere um aberto A € 7. Se A = () ou A = X, entao A € 7, (porque
7, ¢ uma topologia em X). Caso contréario, Z := X \ A é um fechado préprio de
X. Como X é completamente regular por hipotese, para cada a € A, existe uma
funcao continua f, : X — [0,1] tal que f,(Z) =0 e f,(a) = 1. Compondo f, com a
inclusdo [0, 1] < R, obtemos uma fungao continua e limitada ¢, : X — R tal que
ba(Z) = 0 e ¢o(a) = 1. Observe que ¢;'(0,2) € 8, e que a € ¢,;(0,2) C A, para
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todo a € A. Isso implica que A = J ., #5'(0,2) € 7; 0 que mostra que 7 C 7,, e,
consequentemente, que 7 = Ty,.

Para mostrar a parte se, suponha que 7 = (§,,) é a topologia fraca induzida pelas
fungoes continuas e limitadas. Como nés queremos mostrar que (X, 7) é um espago
completamente regular, fixe um subconjunto fechado Z C X e um ponto xz € X \ Z.
Como X'\ Z é aberto e T = (8,,), existem uma funcdo continua e limitada ¢ : X — R
e um intervalo aberto (a,b) C R tais que x € ¢~!(a,b) C X \ Z. Vamos usar essa ¢
para construir uma funcao f: X — [0, 1] tal que f(Z) =0e f(x) = 1.

Primeiro, defina ¢, ,¢_ : X — R por
¢+(y) = max{g(y) —a,0} e ¢_(y) = max{b— ¢(y),0}.

Como ¢ é continua e limitada, entao ¢+ também sao continuas e limitadas. Além
disso, observe que ¢+ (y) > 0 para todo y € X e ¢4 (x) > 0. Assim, podemos definir
f+7f— X = [07 1] por

1 i = ; min x
f+(y)=mmm{¢+(x)7¢+(y)} e f—(y)—¢_(x) {o-(7),0-(y)}-

Como ¢4 sao continuas, entao fi também sao continuas. Além disso, observe que
f+(y) € [0,1] para todo y € X e que fi(x) = 1. Portanto, a fungao f: X — [0, 1]
definida por f(y) = f-(y)f+(y) é uma fungado continua tal que f(z) = 1. Para
terminar, vamos mostrar que f(Z) = 0. Se z € Z, entao z ¢ ¢ '(a,b); ou seja,
#(z) < aou ¢(z) >b. No primeiro caso, segue que ¢, (z) = 0, e consequentemente,
que f,(z) = 0. No segundo caso, segue que ¢_(z) = 0, e consequentemente, que
f-(2) = 0. Em ambos os casos, temos que f(z) = fi(z)f_(z) = 0. Isso conclui a
demonstracao. 0

O resultado anterior nos d4 uma caracterizacao dos espacos topologicos comple-
tamente regulares em termos da topologia fraca induzida pelas fungoes continuas
limitadas. Um resultado analogo para os espacos de Tychonoff serd demonstrado
nas proximas aulas.

Concluimos essa aula com dois exercicios que complementam e aprofundam os
resultados apresentados acima. O primeiro pede uma caracterizagao alternativa
dos espagos completamente regulares em termos de fungoes que separam pontos de
fechados de maneira mais geral, sem restringir o contradominio ao intervalo [0, 1]. O
segundo estabelece condigoes para que funcoes entre espacos topoldgicos preservem
a propriedade de ser completamente regular ou um espaco de Tychonoff.

Exercicio 20.3. Sejam X um espago topoldgico e R o conjunto dos ntimeros reais
munido da sua topologia usual. Mostre que X é completamente regular se, e somente
se, para todo subconjunto fechado Z C X e todo x € X \ Z, existe uma funcao
continua f: X - Rea<béeR tais que f(x) =be f(2) < a para todo z € Z.

Resolucao (Israel). (=): Suponha que X seja um espago topologico completamente
regular. Pela Definigao 20.1, isso significa que, para todo subconjunto fechado Z de
X e todo ponto x ¢ Z, existe uma fungao continua g : X — [0, 1] tal que g(z) =1
e g(Z) = {0}. Assim, fixe um subconjunto fechado Z C X e um ponto = ¢ Z. Fixe
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também uma fungao continua g : X — [0, 1] tal que g(x) =1 e g(Z) = {0}. Denote
por ¢ a funcdo [0,1] — R dada por «(x) = z. Como [0,1] é o espago topolégico
munido da topologia induzida por R, a imagem inversa por ¢ de um subconjunto
A aberto em R, (7'(A) = [0,1] N A, é aberta em [0,1]. Isso significa que ¢ é uma
funcao continua. Logo, a funcao f :=to0g: X — R é continua. Além disso, observe
que f(z) =t(g(z)) =¢(l) =1eque f(z) =1(g9(z)) = (1) = 1 para todo z € Z. Ou
seja, se tomarmos a = 0 e b = 1, temos que f(z) =be f(z) < a para todo z € Z.

(«<): Suponha que X seja um espago topoldgico tal que, para todo subconjunto
fechado Z C X e todo ponto z ¢ Z, existam uma fungao continua f : X — R
e numeros a < b € R tais que f(z) = b e f(z) < a para todo z € Z. Fixe um
subconjunto fechado Z C X, um ponto = € X \ Z, uma fungao continua f : X — R
e nimeros a < b € R, tais que f(x) =be f(z) < a para todo z € Z. A partir dessa
funcao f, defina a funcéo g : X — [0, 1] por

g(y) = min {1, max{(), %}} .

Observe que, como f é continua e a < b, entdo g é continua (ver Exercicio 6.6).
Observe também que, como f(z) = b, entao

g(z) = min{l, max{0, 1}} = min{1, 1} = 1.

Observe, por fim, que, como f(z) < a para todo z € Z, entao ¢g(z) = min{l, 0} =0
para todo z € Z. Isso mostra que, para todo subconjunto fechado Z C X e todo
ponto x € X \ Z, podemos construir uma funcao continua g : X — [0, 1] tal que
g(z) =1eg(Z) ={0}. Isso significa exatamente que X é um espago completamente
regular. 0

Exercicio 20.4. Sejam X e Y dois espacos topoldgicos e f : X — Y um homeo-
morfismo.

(a) Mostre que, se X for completamente regular, entao Y é completamente regular.

(b) Mostre que, se X for um espago de Tychonoff, entao Y é um espago de Tycho-
noff.



AuLa 21

Nesta aula, estudamos o conceito de compacidade, um dos conceitos centrais
da topologia e da analise. A ideia fundamental é capturar, em termos puramente
topoldgicos, a propriedade que faz com que certos espagos se comportem de maneira
“finita”, mesmo que contenham infinitos pontos.

Comecaremos esta aula definindo espagos compactos e examinando uma série de
exemplos, incluindo subconjuntos da reta real. Em seguida, investigaremos como
a compacidade interage com outras propriedades topoldgicas, como ser fechado e
ser Hausdorff. Por fim, estudaremos como a compacidade se comporta sob fungoes
continuas, o que nos permite estabelecer generalizagoes do Teorema de Bolzano-
Weierstrass para espacos topoldgicos abstratos.

21.1. Espagos compactos. A ideia de compacidade surgiu historicamente da ne-
cessidade de generalizar propriedades analiticas dos intervalos fechados e limitados
da reta real, como a convergéncia de sequéncias. A definicao abaixo captura essa
propriedade de forma abstrata, tornando-a o ponto de partida para toda a teoria.

Definigao 21.1 (de espago compacto). Dado um espago topoldgico (X, 7), um su-
bespaco K de X ¢ dito compacto quando toda cobertura aberta de K admite uma
subcobertura finita; ou seja, para toda subfamilia {A;}ier C 7 tal que K C U;erA;,
existe um subconjunto finito J C I tal que K C Ujc;A;.

O primeiro e mais simples exemplo de subespago compacto é aquele formado por
finitos pontos. Intuitivamente, qualquer cobertura aberta de um conjunto finito
ja admite uma subcobertura finita pelo simples fato de que cada ponto pode ser
coberto individualmente por um tunico aberto.

Exemplo 21.2. Dado um espaco topoldgico X, todo subconjunto finito de X é um
subconjunto compacto. De fato, suponha que {z1,z5...,2,} seja um subconjunto
finito de X e suponha que {A;};c; forme uma cobertura aberta de {xy,za, ..., z,},
ou seja, {A;}ie; é uma familia de abertos em X tal que {z1,2s...,2,} C U/ A;.
Paracada k € {1,2,...,n}, escolha i, € I tal que z;, € A;,. Por construcao, teremos
que {x1,29,...,x,} C A;; UA;, U---UA,; . Isso mostra que {x1,zs,...,2,} é um
conjunto compacto.

O argumento acima generaliza imediatamente para espacos cuja topologia seja
finita: se a prépria topologia tem apenas finitos abertos, entao qualquer cobertura
aberta ja é, em si mesma, uma cobertura finita.

Exercicio 21.1. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Mostre que, se 7 for finita, entao
(X, 7) é compacto. Conclua que todo espago topoldgico admite alguma topologia
em relacao a qual ele é compacto.

Resolugao (Roger). Suponha que X seja um conjunto e 7 seja uma topologia finita
em X. Vamos mostrar que toda cobertura aberta de X admite uma subcobertura

finita. De fato, suponha que {A;};c; é uma familia de abertos tal que X = J,.; A;.
162
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Como 7 ¢ finita, quando eliminamos as repeticoes, obtemos um subconjunto finito
J C I tal que Uje;A; = UjerA; = X. Isso significa que o espago topoldgico (X, 7) é
compacto. [

Os exemplos acima sao, de certa forma, triviais: a compacidade decorre direta-
mente da finitude do conjunto ou da topologia subjacentes. O exemplo a seguir é
mais rico, pois trata de espacos infinitos munidos de topologias nao-triviais. Pri-
meiro, vamos mostrar que a reta real nao é um espaco topolégico compacto quando
munida da sua topologia usual, mas que os seus intervalos fechados e limitados sao.

Exemplo 21.3. Considere o conjunto dos niimeros reais R, munido da sua topologia
usual. Vamos mostrar que R nao é compacto. Para isso, considere a cobertura
aberta R = U,enyB(0,n). Para todo subconjunto finito J C N, existe n € J tal
que B(0,j) € B(0,n) para todo j € J. De fato, como J é um conjunto finito,
entdao n := max{j | j € J} satisfaz essa propriedade. Assim, U;c;B(0,7) C B(0,n).
Como B(0,n) # R para todo n € N, entao a cobertura aberta R = U,eyB(0,n) ndo
admite nenhuma subcobertura finita.

Agora vamos mostrar que todo intervalo da forma [a,b] é compacto. Para isso,
comece considerando uma cobertura aberta de [a, b], ou seja, uma familia {A;}cr
de subconjuntos abertos de R tal que [a,b] C U;crA;. Depois, defina o conjunto

C:={cela,b] | [a,c] CUjesA; para algum subconjunto finito J C I}.

Como a € A; para algum i € I, entao C' # (). Além disso, como C' C [a,b] e [a, b
¢ fechado, entao ¢ := supC' € [a,b]. Vamos mostrar que ¢ = b. Isso implicard que
existe um subconjunto finito J C I tal que [a,b] C U;csA;.

Seja J um subconjunto finito de I tal que [a,¢] C UjesA;. Escolha j € J tal que
¢ € A;. Como A; é aberto, entdo existe r > 0 tal que (¢ —r, ¢+ r) C A;. Portanto
existe ¢ > ¢ tal que ¢’ € Ujc;A;. Como ¢ = supC, entdo ¢ = b. Caso contrario,
existiria ¢ € C tal que ¢ > sup C. Isso mostra que existe um subconjunto finito
J C I tal que [a,b] C UjesA;, ou seja, que [a,b] é um conjunto compacto.

O exemplo acima mostra que, na topologia usual de R, a compacidade é uma
propriedade bastante restritiva. Contudo, ao mudarmos a topologia, o comporta-
mento pode ser radicalmente diferente. O exemplo a seguir ilustra que, em relagao
a topologia cofinita, a reta real é compacta.

Exemplo 21.4. Considere o conjunto dos niimeros reais R, munido da topologia
cofinita. Vamos mostrar que R é compacto. Para isso, considere uma cobertura
aberta de R, ou seja, uma familia {4;};,c; de abertos de R tal que R = U;c/A;.
Para extrair uma subcobertura finita, escolha iy € I tal que A;, é nao vazio. Se
A;, = R, entao ja encontramos uma subcobertura finita. Caso contréario, como A;,
é um aberto nao vazio, entao R\ A;, é um conjunto finito e nao vazio. Denote seus
elementos por zi,xs,...,x,. Para cada k € {1,2,...,n}, escolha i € I tal que
z, € A;,, e observe que R = A;) UA; U---UA,, . Isso mostra que {A;}ic; admite
uma subcobertura finita de R. Usando um argumento analogo, podemos mostrar
que, nesse caso, todo subconjunto de R também é compacto.
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Os exemplos acima ilustram a definigao de compacidade e algumas de suas propri-
edades. Os exercicios a seguir exploram alguns outros exemplos, relagoes e preparam
o terreno para os resultados gerais que veremos na sequéncia dessa aula.

Exercicio 21.2. Sejam X um conjunto e 7,7’ duas topologias em X. Mostre que,
se (X, 1) for compacto e 7/ C 7, entdo (X, 7’) também é compacto.

Resolugao (Zyon). Suponha que (X, 7) seja um espago topolégico compacto e seja
7/ uma topologia em X que é mais grossa que 7. Queremos mostrar que toda cober-
tura aberta de X em relacdo a 7/ admite uma subcobertura finita. Para isso, seja
{A; € 7' | i € I} uma familia de abertos (em relagao a 7') tal que X = |J,.; Ai.
Por hipétese, temos que 7" C 7. Assim, {A;}ie; é uma cobertura aberta de X com
relacao a 7 também. Por hipétese, também temos que X é compacto em relacao a
7. Assim, existe um subconjunto finito J C [ tal que X = UjGJ Aj. Isso mostra
exatamente o que queriamos mostrar, que X é compacto em relacao a 7’. 0

Exercicio 21.3. Considere o conjunto R munido das seguintes topologias: discreta,
topologia K (Exercicio 3.2), de Sorgenfrey (Exemplo 3.5), topologia usual (métrica),
cofinita (Exemplo 2.3), coenumeravel (Exemplo 13.6), topologia do Exercicio 3.1, e
topologia trivial. Determine em relagao a quais dessas topologias R é compacto.

Exercicio 21.4. Sejam X um espaco topoldgico e K C S dois subconjuntos de X.
Mostre que, se K for compacto em S, entao K é compacto em X.

Resolugao (Angie). Suponhamos que K seja um subconjunto compacto de S e que
S seja um subespaco topoldgico de X. Queremos provar que K é compacto em
X. Para isso, fixe uma cobertura aberta {A;};c; de K, ou seja, uma familia de
abertos em X tal que K C U;crA4;. Como S um subespago topoldgico de X (com a
topologia induzida), entdao A; NS é aberto em S para todo i € I. Além disso, como
K C S, entao K C Ujcr(A; NS). Ou seja, {A; N S}icr é uma coberta aberta de K
em S. Pela compacidade de K em S, existe um subconjunto finito J C I tal que
K CUjes(A;NS). Logo, K C U e A; também. Isso mostra que K é compacto em
X também. 0

Os exemplos acima ilustram o conceito de compacidade em diversos espacos to-
polédgicos. O resultado a seguir estabelece uma relacao entre espagos compactos,
fechados e de Hausdorff: em espagos compactos, todo fechado é compacto, e que,
em espagos Hausdorff, todo compacto é fechado. Esses dois resultados sao comple-
mentares e constituem a base para a caracterizagao dos subconjuntos compactos da
reta pelo Teorema de Heine-Borel.

Proposicao 21.5. Sejam X um espaco topoldgico e S um subespaco topoldgico de
X.

(a) Se X for compacto e S for fechado em X, entdao S é compacto.

(b) Se X for Hausdorff e S for compacto, entao S é fechado.
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Demonstracao. (a) Seja {A;}icr uma cobertura aberta de S, ou seja, uma familia
de abertos de X tal que S C U;crA;. Como S é fechado por hipdtese, entao
X\ S é aberto e, consequentemente, X = (X \ §) U (Ujer4;) é uma cobertura
aberta de X. Denote por co um elemento que nao pertence a I, denote por I
o conjunto I U {oo}, e denote o aberto X \ S por A,. Como X é compacto
por hipétese, entdo existe um subconjunto finito J C I tal que X = UjeiA;.
Como SN Ay = 0 (por construcio), entdo S C Uje;A;, onde J := J \ {oo} é
um subconjunto finito de I. Isso mostra que a cobertura aberta {4, };c; admite
uma subcobertura finita {A;},c; e, consequentemente, que S é compacto.

(b) Suponha que X seja Hausdorff e que S seja compacto. Se S = X ou S = (),
entdo S é fechado. Caso contrario, se S # 0 e X \ S # 0, podemos fixar um
elemento z € X'\ S. Vamos construir uma vizinhanga U € U, tal que UNS = 0.
Isso implicard que X \ S é aberto, ou equivalentemente, que S é fechado.

Para construir essa vizinhanga U € U,, comece lembrando que = ¢ S. Assim,
como X é Hausdorff, para cada s € S, existem vizinhancas U, € U, e V, € U,
tais que U; NV, = 0. Como s € V? para todo s € S, entao U,esV? é uma
cobertura aberta de S. Como S é compacto por hipdtese, entao existe um
subconjunto finito J C S tal que S C Uge; V7. Defina U := Ny U, Como J é
um conjunto finito, segue do Lema 4.7(a) que U é uma vizinhan¢a de z. Além
disso, pela construcao, U NS = (). De fato, se u € U, entao u € U, para todo
s € J. Como Uy e V; sao disjuntos, entdo u ¢ V; para todo s € J; ou seja,
u ¢ UgesVi. Como S C Uge V2 C Uge Vs, entao u ¢ S. Isso mostra que U é
uma vizinhanga de = que nao intersecta S. 0J

A proposicao acima estabelece condicoes suficientes para que a compacidade seja
herdada por subespacos, mas é importante observar que nenhuma das suas duas
implicagoes é uma equivaléncia em geral. O exemplo seguinte ilustra que, sem a
hipdtese de Hausdorff, um subespaco compacto de um espaco compacto pode nao
ser fechado e que intervalos abertos da reta usual nao sao compactos.

Exemplo 21.6. Considere a reta real munida da sua topologia usual e o inter-
valo aberto (0,1) munido da topologia induzida. Vamos mostrar que a familia
{(1/n, 1)},>2 ¢ uma cobertura aberta de (0, 1) que nao admite subcobertura finita.
De fato, para ver que {(1/n, 1)},>2 é uma cobertura aberta de (0, 1), observe que,
para todo z € (0, 1), existe n > 2 tal que 1/n < x < 1. Agora, para ver que essa co-
bertura aberta nao admite subcobertura finita, observe que, se J for um subconjunto
finito de {n € Z | n > 2}, entdo n := maxJ satisfaz 1/n < 1/j para todo j € J.
Logo, Ujes(1/4,1) = (1/n, 1) # (0, 1). Isso mostra que a familia {(1/n, 1)},>2
¢ uma cobertura aberta de (0,1) que nao admite subcobertura finita. Portanto, a
condicao de ser fechado no item (a) acima ¢é realmente essencial.

Para mostrar que a hipétese de ser Hausdorff no item (b) também é indispensavel,
considere a reta real munida da sua topologia cofinita. Pelo argumento usado no
Exemplo 21.4, todo subespaco da reta é compacto. Em particular, todo subconjunto
aberto préprio da reta real é um subespaco compacto de um espago compacto que
nao é fechado.
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Combinando os dois itens da Proposicao 21.5 com a compacidade dos interva-
los [a, b] estabelecida no Exemplo 21.3, obtemos uma caracterizagdo completa dos
subconjuntos compactos da reta conhecida como Teorema de Heine-Borel.

Corolario 21.7. Considere a reta real munida da sua topologia usual. Um subcon-
junto K C R é compacto se, e somente se, K é limitado e fechado.

Demonstracao. Para mostrar a parte somente se, suponha que K C R seja com-
pacto. Lembre do Exemplo 17.3 que R é Hausdorff. Assim, pela Proposigao 21.5(b),
K é fechado. Agora, vamos mostrar que K é limitado. Se K = (), entao K é limitado
por vacuidade. Caso contrario, se K # (), podemos fixar um elemento k¥ € K. Além
disso, podemos considerar a familia de abertos {(k — n, k + n)},en. Observe que
essa familia forma uma cobertura aberta de K. Como K é compacto, entao existe
um subconjunto finito J C N tal que K C |J;.;(k — j, k +j). Como J ¢é finito,
entao j:=max.J € J e, consequentemente, K C (J,c;(k —j, k+7) = (k—J, k+1]).
Isso implica que K ¢ limitado.

Para mostrar a parte se, suponha que K seja limitado e fechado. Isso significa
que existe ¢ > 0 tal que K C [—¢, ¢|]. Como [—c, ¢| é compacto (ver Exemplo 21.3),
K é fechado (por hipdtese) e R é Hausdorff (ver Exemplo 17.3), segue da Propo-
sicao 21.5(a) que K é compacto. O

O corolario acima é especifico para a reta real. Em espacos métricos mais gerais,
a compacidade de um conjunto ainda implica que ele é limitado e fechado. Mas a
reciproca pode falhar, como ilustrado no exercicio a seguir.

Exercicio 21.5. (a) Mostre que, se (X, d) for um espago métrico e K for um sub-
conjunto compacto de X, entao K ¢ limitado e fechado.

(b) Construa um exemplo de um espag¢o métrico (X, d) e de um subconjunto S de
X tal que S é limitado e fechado, mas nao é compacto.

Resolugcao (Daniel). (a) Suponha que (X, d) é um espago métrico e que K seja um
subconjunto compacto de X. Observe que X = J,.,B(0,n). Como K C
X, entao K C |J,.,B(0,n), ou seja, {B(0,n)},., ¢ uma cobertura aberta
de K. Como K é compacto por hipdtese, entao essa cobertura admite uma
subcobertura finita, ou seja, existe um subconjunto finito J C {n | n > 0} tal
que K C UjGJ B(0, 7). Assim, tomando j := max J, obtemos que K C B(0,}).
Isso mostra que K é um subconjunto limitado de X.
O fato de que K é fechado segue direto da Proposigao 21.5(b) e do fato de
que todo espago métrico é Hausdorff (ver Exemplo 17.3).

(b) Considere o conjunto X = N e a métrica discreta
0, sen=m,

d(n,m) =
1, sen#m.

Observe que X é um subconjunto fechado de X e que ele também é limitado,
X C B(0,2). No entanto, ele ndo é compacto. De fato, lembre do Exercicio 1.4
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que a topologia induzida pela métrica discreta é a topologia discreta em X. As-
sim, a familia {{n}}, .y ¢ uma cobertura aberta de X que nao admite nenhuma
subcobertura finita. O

Até agora, estudamos a compacidade como uma propriedade intrinseca de espacos
topologicos e de seus subespacos. Na parte final desta aula, investigaremos como
a compacidade interage com fungoes continuas. O proximo resultado afirma que a
imagem continua de um espago compacto é compacta, o que nos permite deduzir
propriedades importantes sobre fungoes continuas definidas em espagos compactos,
incluindo que tais fungoes sao fechadas quando o contradominio é Hausdorff, e que
bije¢oes continuas entre tais espacos sao automaticamente homeomorfismos.

Proposicao 21.8. Sejam X e Y dois espacos topoldgicos e f: X — Y uma fungao
continua.

(a) Se f for sobrejetora e X for compacto, entao Y é compacto.
(b) Se X for compacto e Y for Hausdorff, entao f é fechada.

(¢) Se X for compacto, Y for Hausdorff e f for sobrejetora, entdo f é uma aplicagao
quociente.

(d) Se X for compacto, Y for Hausdorff e f for bijetora, entdo f é um homeomor-
fismo.

Demonstracao. (a) Seja {B;}ic; uma cobertura aberta de Y, ou seja, uma familia
de abertos de Y tal que Y = U;;B;. Como f é continua e B; é aberto, entao
f71(B;) é aberto em X para todo i € I. Além disso, como Y = U;c; By, entao

X=f')=s" (U Bz-) =Jr s
iel iel
Ou seja, {f1(B;)}ier ¢ uma cobertura aberta de X. Como X é compacto por
hipétese, entdo existe um subconjunto finito J C I tal que X = ,., f~'(B;).
Dai e da hipdtese de que f é sobrejetora, segue que

Y=fX)=f (U f‘l(Bj)> =Jru By =B
jed jed jed
Isso mostra que a cobertura aberta {B;},c; de Y admite uma subcobertura
finita, {B,};es. Portanto, Y é compacto.

(b) Suponha que X seja compacto, que Y seja Hausdorff e que f seja continua.
Para mostrar que f é fechada, fixe um subconjunto fechado Z de X. Como X é
compacto e Z é fechado, entao Z é compacto também (pela Proposicao 21.5(a)).
Como f é continua e Z é compacto, entao f(Z) é compacto (pelo item (a)).
Como f(Z) é compacto e Y é Hausdorff, entao f(Z) é fechado (pela Pro-
posic¢ao 21.5(b)). Isso mostra que f é fechada.

(c) Como f é continua e sobrejetora, para mostrar que f é uma aplica¢ao quociente,
basta provar que, se f~!(B) é aberto em X, entdao B é aberto em Y (ver
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Exercicio 10.1(b)). Assim, suponha que B seja um subconjunto de Y tal que
f~YB) é aberto em X. Isso significa que X \ f~*(B) é fechado em X. Como
f é fechada (pelo item (b)) e sobrejetora (por hipdtese), entao

fFXNFUB)=f(f'(Y\B)) =Y \B
é fechado em Y. Isso implica que B é aberto em Y e, consequentemente, que
f é uma aplicacao quociente.

(d) Como f é continua e bijetora (por hipdtese), para mostrar que ela é um home-
omorfismo, basta mostrar que ela é aberta ou fechada (ver Proposi¢ao 6.13).
Como X é compacto e Y é Hausdorff (por hipétese), segue do item (b) que f
é fechada. Isso implica que f é um homeomorfismo. O

Uma consequéncia imediata e importante da proposicao acima é a generalizacao
do Teorema de Bolzano-Weierstrass para espacos topolégicos compactos. Enquanto
o teorema classico afirma que funcoes continuas definidas em intervalos fechados e
limitados da reta real atingem seus valores maximo e minimo, o corolario a seguir
estende esse resultado para fungoes continuas com dominio em qualquer espaco
topoldgico compacto.

Corolario 21.9. Considere o conjunto R dos nimeros reais, munido da sua topo-
logia usual. Sejam X um espaco topoldgico e f : X — R uma funcao continua. Se
X for compacto, entao existem pontos z_,x, € X tais que f(z_) < f(z) < f(z4)
para todo x € X.

Demonstra¢ao. Como f é continua e X é compacto, entdao im(f) é um subconjunto
compacto de R (pela Proposigao 21.8(a)). Como im(f) é compacto em R, entdo
im(f) é limitado e fechado (pelo Corolario 21.7). Consequentemente,

M :=supim(f) € im(f) e m:=infim(f) € im(f).
Isso implica que existem x_, z, € X tais que f(x_) =me f(zy) = M. O resultado

segue do fato de que m < f(x) < M para todo x € X por construgao. O

Os resultados desta subsecao mostram que fungoes continuas preservam a com-
pacidade de maneira bastante robusta. O exercicio a seguir explora em que medida
as propriedades de separacao do dominio sao transmitidas ao contradominio por
funcoes fechadas.

Exercicio 21.6 (Israel). Sejam X, Y espagos topoldgicos e f: X — Y uma fungao
fechada, continua, sobrejetora e tal que f~*(y) é compacto em X para todo y € Y.

(a) Mostre que, se X for Hausdorff, entao Y é Hausdorff.

(b) Mostre que, se X for regular, entdao Y é regular.
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Nesta aula, continuaremos o estudo dos espacos compactos, aprofundando as co-
nexoes entre compacidade e as propriedades de separagao. Comecgaremos mostrando
que espagos compactos e Hausdorff satisfazem o axioma de separacao T}, o que evi-
dencia a rigidez estrutural imposta pela compacidade. Em seguida, introduziremos
a propriedade da intersecao finita, uma ferramenta combinatéria que reformula a
compacidade em termos de familias de conjuntos fechados. Essa reformulagao nos
permite enunciar e demonstrar o célebre Teorema de Tychonoff, que caracteriza a
compacidade em produtos arbitrarios, e permite mostrar que espagos de Tychonoff
sao homeomorfos a subespacos topolégicos de espacos compactos Hausdortf.

Vamos comecar mostrando que compacidade e a condigao 75 juntas implicam a
condicao de separacao T}.

Proposicao 22.1. Se X for um espago topoldgico compacto e de Hausdorff, entao
X é um espaco topologico Ty.

Demonstra¢ao. Suponha que X seja um espaco topolégico de Hausdorff compacto.
Lembre que um espaco topoldgico é T} se for T} e normal, isto é, se for T} e quaisquer
dois fechados disjuntos puderem ser separados por abertos disjuntos. Como X é
Hausdorff, em particular X é T7. Assim, para mostrar que X é Ty, basta mostrar
que X é normal.

Para mostrar que X é T}, fixe dois fechados disjuntos Z; e Z5 de X. Vamos
construir abertos disjuntos separando eles. Para comecar, fixe z; € Z;. Para cada
x € Zy, como X é Hausdorff e z; # z, existem vizinhancas disjuntas U,, , € U,, e
V.ie € Uy Observe que a familia {V]  }.cz, € uma cobertura aberta de Z». Como
X é compacto e Zy é fechado em X, entao Z, é compacto (pela Proposigao 21.5(a)).
Assim, existe um subconjunto finito J, C Z, tal que {V] ,}.es é uma cobertura
aberta de Z5. Defina

Us = (Vo e B.=]J Vo,

z€J2 € J2

Agora, observe que, como J, é um conjunto finito, entao U,, é uma vizinhanca de
21, para todo z; € Z; (ver Lema 4.7(a)). Logo, a familia {U? }.cz, é uma cobertura
aberta de Z;. Como X é compacto e Z; é fechado em X, entao Z; é compacto (pela
Proposigao 21.5(a)). Assim, existe uma subconjunto finito J; C Z; tal que {Ug} e,
¢ uma cobertura aberta de Z;. Defina

A=|JU; e B:={()B.

zeJ1 zeJ1

Por construcao, A é um aberto de X contendo Z; e B é um aberto de X contendo
Zy. Vamos mostrar que AN B = (). Se existisse x € AN B, entao r € Aex € B.
Como A =, c;, U e B=(),,c;, B, isso implicaria que existiria 2; € J; tal que
relU,ex€B,. ComoU, =/(,;,Us:eB,; =U.c,V,., issoimplicaria

que existiria 2o € Jy tal que v € U, ,, e x € V,, ,,. Como essas vizinhancas sao
169
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disjuntas por construcao, tal z nao pode existir. Isso mostra que A e B sao abertos
disjuntos que contém Z; e Zs respectivamente. Isso significa que X é normal e,
sendo também 717, é T). O

A proposicao acima mostra que espagos de Hausdorff compactos sao T;. Uma
pergunta natural é se a reciproca também é verdadeira, ou seja, se todo espaco Ty
¢ de Hausdorff compacto. Para mostrar esse resultado, nés vamos mostrar primeiro
que produtos de espagos compactos sao compactos. (Esse resultado é conhecido
como Teorema de Tychonoff.) Uma ferramenta 1til para demonstrar o Teorema de
Tychonoff é a chamada propriedade da intersecdao finita, que captura a ideia de que
toda subfamilia finita de uma familia possui intersec¢ao nao vazia.

Definigao 22.2 (de propriedade da intersecao finita). Dado um conjunto X, uma
familia de subconjuntos F C P(X) satisfaz a propriedade da intersegao finita quando,
para toda subfamilia finita {Y1,Y2,...,Y,} C F, temos que Y1 NYoN---NY, # 0.

Antes de explorar a relagao entre a propriedade da intersecao finita e a compaci-
dade, vamos apresentar exemplos de familias que satisfaz essa propriedade, os filtros,
e de familias que nao satisfazem essa propriedade, as topologias. O fato dos filtros
satisfazerem a propriedade de intersecao fininta nao é coincidéncia: como veremos,
h& uma profunda conexao entre filtros e essa propriedade.

Exemplo 22.3. Dado um espaco topolégico X, todo filtro F em X satisfaz a propri-
edade da intersegao finita. De fato, lembre da Observagao 14.4 que () ¢ F. Além disso
lembre da Definicao 14.1 que, para quaisquer Y7, Y5 € F, temos que Y1 NY; € F. Dai
e da inducao em n, segue que Y1NY;N---NY, € F, e portanto Y NY,N---NY,, # 0,
para todos Y7,Ys,...,Y, € F.

Enquanto os filtros satisfazem a propriedade da intersecao finita, as topologias
fornecem o exemplo oposto: a presenca do conjunto vazio, obrigatoria em toda
topologia, impede imediatamente que essa propriedade se verifique. Esse contraste
¢ instrutivo e mostra que a propriedade da intersecao finita distingue com precisao
as familias que excluem o vazio das que nao o fazem.

Exemplo 22.4. Dado um conjunto X, toda topologia 7 em X nao satisfaz a propri-
edade da intersecao finita. De fato, como () € 7, entao podemos tomar a subfamilia
finita {0} C 7. Mais geralmente, toda familia F C P(X) que contém @ nao satisfaz
a propriedade da intersecao finita.

Uma pergunta natural é se toda familia satisfazendo a propriedade da intersecao
finita pode ser estendida a uma familia maximal com a mesma propriedade. O
exercicio a seguir responde essa pegunta e mostra que tal extensao maximal é, na
verdade, um filtro.

Exercicio 22.1 (Mateus). Sejam X um conjunto e ¥ C P(X) uma familia de
subconjuntos de X que satisfaz a propriedade da intersecao finita.

(a) Mostre que existe M C P(X) tal que: F C M; M satisfaz a propriedade da
intersecao finita; e se M’ C P(X) é tal que M C M’ e satisfaz a propriedade
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da intersegao finita, entdo M’ = M. (Ou seja, M é maximal dentre todas as
familias de subconjuntos de X que contém F e satisfazem a propriedade da
intersecao finita.)

(b) Mostre que M é um filtro em X.
(¢) Mostre que p € ﬂYGM? se, e somente se, U, C M.

(d) Se X for T7, mostre que [yy ¥ tem no méximo 1 ponto.

Com a propriedade da intersecao finita em maos, estamos prontos para reformular
a compacidade de maneira que serd essencial para a demonstracao do Teorema
de Tychonoff. O lema a seguir estabelece diversas caracterizagoes equivalentes da
compacidade: via familias de fechados com a propriedade da intersecao finita e via
filtros. Cada uma dessas perspectivas tem vantagens técnicas distintas.

Lema 22.5. Seja (X, 7) um espago topoldgico. As seguintes afirmagoes sdo equiva-
lentes:

(a) X é compacto.

(b) Para toda familia de fechados F C P(X) que satisfaz a propriedade da intersegao
finita, temos que (.5 Z # .

(c) Para todo filtro F em X, existe um filtro convergente G tal que F C G.

Demonstragao. (a) = (b): Suponha que X seja um espaco topoldgico compacto.
Seja F uma familia de fechados em X que satisfaz a propriedade da intersegao
finita. Considere a familia de abertos A := {X \ Z}zc5. Como F satisfaz a propri-
edade da intersecao finita, entdao Z; N Zy N --- N Z, # () para toda subfamilia finita
Zy, Ly, ..., Z, € F. Equivalentemente, (X \ Z1)U (X \ Z2)U---U (X \ Z,) # X
para toda subfamilia finita (X \ Z1), (X \ Z2),...,(X \ Z,) € A; ou seja, nenhuma
subfamilia finita de A é uma cobertura aberta de X. Como X é compacto, entao
A nao pode ser uma cobertura aberta de X. (Caso contrario, essa cobertura aberta
nao admitiria nenhuma subcobertura finita.) Isso significa que (J,.4 X \ Z # X ou,
equivalentemente, que (o5 Z # 0.

(b) = (c): Suponha que, para toda familia de fechados ¥ C P(X) que satisfaz
a propriedade da intersegao finita, temos que (1,.5 Z # 0. Seja F um filtro em X.
Defina a familia de fechados F := {? |Y € F}. Lembre do Exemplo 22.3 que F
satisfaz a propriedade da intersecdo finita. Como Y C Y para todo Y € F, isso
implica que F também satisfaz a propriedade da intersecao finita. Assim, segue da
hipétese que Ny cp Y # 0. Escolha 2 € Ny Y. Como z € Jy Y, entdo z € Y
para todo Y € F. Dai e da Proposicao 5.16 segue que Y NU # () paratodo Y € F e
UeU,. Logo, B:={YNU|Y €FeUe€U,} é uma base de filtro em X. Observe
que o filtro (B) converge para x e que F C (B).

(¢) = (a): Suponha que todo filtro em X esteja contido em um filtro convergente.
Nés queremos mostrar que X é compacto, ou seja, nds queremos mostrar que, se
{A;}ies for uma cobertura aberta de X, entao existe um subconjunto finito J C I
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tal que {A,};es também é uma cobertura aberta de X. Vamos mostrar a sua con-
trapositiva: se {A;}ie; for uma familia de abertos de X tal que UjGJ A; # X para
todo subconjunto finito .JJ C I, entdo | J,.; A; # X também. Como o caso em que /
é um conjunto finito é trivial, vamos supor, em particular, que I # 0.

Assim, para cada i € I, podemos denotar X \ A; por Z;. Observe que Z; é um
subconjunto fechado de X e que

Z=xX\A4)=x \[JA4.

el il el

Usando essa notagao, podemos reescrever a contrapositiva acima da seguinte forma:
se {Zi}ier for uma familia de fechados de X tal que (. ; Z; # () para todo subcon-
junto finito J C I, entao (,.; Z; # 0 também. Para mostrar essa afirmacao, vamos
usar a hipotese de que, para todo filtro F em X, exista um ponto x € X tal que
UNY # () para todo U € U, e todo Y € F.

Para comecar, considere a familia
B:={NjesZ; | J é um subconjunto finito de /}.

Vamos mostrar que B é uma base de filtro em X. De fato, observe que B é nao
vazio, por causa da hipdtese de que I # (. Além disso, NjesZ; # O para todo
subconjunto finito J C I (também por hipdtese); ou seja, ) ¢ B. Por fim, observe
que (Njen Z;) N (NjesZj) = NjenuinZ;. Em particular, se J; e Jy sdo subconjuntos
finitos de I, entao J; U Jy também é um subconjunto finito de I. Isso implica que
B ¢ fechado por intersecao. Pelo Lema 14.6, isso mostra que B é uma base de filtro
em X.

Como B é uma base de filtro em X, pela hipdtese, existe um filtro convergente F
tal que (B) C F. Denote por z um ponto de X para o qual F converge. Isso significa
que UNY # () para todo U € U, e Y € F. Em particular, U N Z; # () para todo
Uc U, eie I Pela Proposicao 5.16, isso significa que x € Z; para todo i € I.
Como os subconjuntos Z; sao fechados (por hipdtese), isso implica que x € Z; para
todo i € I ou, equivalentemente, que = € (1),.; Z;. Isso conclui a demonstragao de
que ();e; Zi € nao vazia. O

A caracterizacao do Lema 22.5 via filtros é precisamente a ferramenta que pre-
cisamos para demonstrar o Teorema de Tychonoff. Este teorema, que é um dos
resultados centrais da topologia geral, afirma que o produto arbitrario de espagos
compactos é compacto. Sua demonstracao é uma aplicacao elegante da teoria de
filtros.

Teorema 22.6 (de Tychonoff). Seja {X;}ic; uma familia ndo vazia de espagos to-
poldgicos nao vazios, e considere o conjunto X := [],.; X; munido da topologia
produto. O espacgo topoldgico X é compacto se, e somente se, os espacos X; sao
compactos para todos os 7 € I.
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Demonstrag¢ao. Para mostrar a parte somente se, suponha que X seja um espago
compacto. Como X é compacto e as fungoes 7m; : X — X, sao continuas e sobreje-
toras (ver Proposicao 9.5(a)), segue da Proposigao 21.8(a) que X; é compacto para
todo 7 € I.

Para mostrar a parte se, suponha que os espagos X; sejam compactos para todo
1 € 1. Queremos mostrar que X também é compacto. Pelo Lema 22.5, isso é equi-
valente a mostrar que, todo filtro F em X estd contido em um filtro convergente.
Assim, vamos fixar um filtro F em X. Pelo Exercicio 14.2, 7;(F) é uma base de filtro
em X;. Como X; é compacto (por hip6tese), existe um filtro F; convergente tal que
mi(F) C F; (pelo Lema 22.5). Denote por z; um ponto em X; para o qual o filtro F;
converge e defina um ponto y € X por x(i) = x; para todo ¢ € I. Vamos mostrar
que a familia

Bi={Y Nm (U)o m M (U,) | Y €F iy, in € e Uy €y, |

in

¢ uma base de filtro em X que contém F e converge para y. Para mostrar que B
¢ uma base de filtro em X, comece observando que B é nao vazio, ja que F, I e
U, x, sdo nao vazios. Depois, observe que () ¢ B. De fato, se Y € F e i € I, entao
mi(Y) € F;. Como F; converge para x;, entao U, x, € F;; e como F; é um filtro,
entdo m;(Y) N U; # 0 para toda U; € Uy, x,. Isso implica que Y N7, *(U;) # 0 para
todo Y € F, todo ¢ € I e todo U; € Uy, x,. Dai segue que ) ¢ B. Para completar
a demonstracao de que B é uma base de filtro em X, observe que, se By, B, € B,
entao By N By € B. Isso mostra que B é uma familia nao vazia de conjuntos nao
vazios fechada por intersecao. Dai e do Lema 14.6 segue que B é uma base de filtro
em X.

Para mostrar que B contém F, observe que, como X = m; '(X;) e X; € U,, x,,
entao Y = Y N X € B para todo Y € F. Para mostrar que B converge para Y,
observe que, como By é uma base da topologia produto (ver Definicao 9.2), para
todo U € U, x existem 41,...,%, € I e vizinhancas abertas A; € U X, tais que
S(A)n-nm i (A,) CU

11

xiky
T
e, como X € F, entao

(AN AL = XN (A NN (A, € B

i1
Isso mostra que B é uma base de filtro em X que é convergente e contém F. Pelo
Lema 22.5, isso significa que X é um espaco topoldgico compacto. O

O Teorema de Tychonoff tem uma consequéncia imediata: produtos arbitrarios
do intervalo [0, 1] sdo compactos. Isso sugere que os espagos que se mergulham
em tais produtos possuem uma estrutura particularmente rica. A proposi¢ao a
seguir formaliza essa ideia, caracterizando os espacos de Tychonoff como exatamente
aqueles que se mergulham em espagos compactos Hausdorff.

Proposicao 22.7. Seja X um espaco topolégico nao vazio, e considere o intervalo
fechado [0,1] € R munido da topologia induzida da topologia usual de R. As
seguintes afirmacgoes sao equivalentes:
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(a) X é um espago de Tychonoff.
(b) X é homeomorfo a um subespaco de [0, 1]“(X),

(¢) X é homeomorfo a um subespaco de um espaco topoldgico Hausdorff compacto.

Demonstragao. (a) = (b): Suponha que (X, 7) seja um espaco de Tychonoff. Lem-
bre que isso implica que (X,7) é completamente regular. Assim, 7 é a topologia
fraca induzida pela familia Cj,(X) de fungoes continuas e limitadas X — R (pela Pro-
posicao 20.9). Vamos usar essas fungoes para construir um subespaco de [0, 1]Cb(X)
que é homeomorfo a X.

Primeiro, vamos renormalizar as fungoes de Cp(X). Para cada fungao constante
¢ € Cp(X), defina f, : X — [0,1] como sendo fy(x) = 0 para todo z € X. Para
as fungoes ¢ € Cy(X) que ndo sao constantes, nés temos que infim(¢) < supim(¢).
Assim, nesses casos, podemos definir uma funcédo f, : X — [0, 1] por

Folw) = Lt

, onde a, :=infim(¢) e by :=supim(¢).
by — ag

Observe que f, é, de fato, uma funcdo continua (ver Exercicio 6.6) cuja imagem
estd contida no intervalo [0, 1], para toda ¢ € Cy(X). Usando essas renormalizagoes,
vamos definir uma funcio ® : X — [0, 1]™) da seguinte forma: ®(z) € [0, 1] ¢
a funcao Cy(X) — [0, 1] definida por ®(x)(¢) = fs(x) paracadaz € X e ¢ € Cp(X).
Pelo Exercicio 22.2, & é um homeomorfismo entre X e im(®), que é um subespago
topoldgico de [0, 1]¢(X),

(b) = (c): Suponha que X seja homeomorfo a um subespago topoldgico de
[0, 1)), Para mostrar que X é homeomorfo a um subespaco topolégico de um
espago Hausdorff compacto, vamos mostrar que [0, 1]Cb(X ) é um espaco topoldgico
Hausdorftf compacto.

Pelo Exemplo 17.3 e pelo Exercicio 17.4, [0, 1] é um espago topolégico Hausdorff.
Dai e do Exercicio 17.5, segue que [0, 1]“*X) também é um espaco topolégico Haus-
dorff. Além disso, pelo Exemplo 21.3, [0, 1] é um espago topolégico compacto. Dai e
do Teorema de Tychonoff (Teorema 22.6), segue que [0, 1]“X) também é um espaco
topoldgico compacto.

(¢) = (a): Suponha que X seja homeomorfo a um subespago topoldgico S de um
espaco topoldgico Y que é de Hausdorff compacto. Como Y é um espago de Hausdorff
compacto, entao ele é Ty (ver Proposigao 22.1). Como todo espago topoldgico T} é
um espago de Tychonoff, entdo Y é um espago de Tychonoff (ver Observacao 20.2).
Como S é um subespaco topologico de um espago de Tychonoff, entao S também
¢ de Tychonoff (ver Coroldrio 20.8(a)). Como X é homeomorfo a um espago de
Tychonoff, entdao X também é de Tychonoff (ver Exercicio 20.4). O

A proposi¢ao acima é, de certa forma, a reciproca da Proposicao 22.1. O exercicio
a seguir é utilizado na demonstragao da implicagao (a) = (b) acima.

Exercicio 22.2 (Roger). Considere um conjunto nao vazio X, uma familia de
espagos topoldgicos { (X, 7;) }ier € uma familia de fungoes {p; : X — X;};c;. Lembre



NOTAS DE AULA DE TOPOLOGIA GERAL 175
8 := U,/ {¢i '(A) | A € 7;} é uma subbase da topologia fraca induzida por {¢;}ies
em X. Muna X desta topologia e considere a funcao

X — HXZ- dada por O(x)(i) = ¢i(x) paratodos ze€ X, i€l
iel
(a) Se, para quaisquer x # y € X, existir ¢ € I tal que p;(z) # ¢;(y), mostre que
® ¢ injetora.

(b) Mostre que ¢ é continua.
(c) Mostre que ® é aberta.

(d) Conclua que ® induz um homeomorfismo entre X e im(®).
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Nesta aula, introduziremos o conceito de conexidade. Intuitivamente, um espaco
é conexo quando nao pode ser separado em dois pedacos abertos disjuntos. Come-
caremos definindo precisamente essa nogao e explorando exemplos concretos. Em
seguida, investigaremos como a conexidade se comporta em subespacos e sob unioes
de espacos conexos, culminando em uma caracterizacao muito 1til de conexidade.

23.1. Espacos conexos. Nesta parte inicial, definiremos formalmente o conceito de
conexidade e estabeleceremos seus primeiros exemplos e suas primeiras propriedades.
Comecaremos pela sua definicao, que captura a ideia de que um espago conexo
¢ aquele que nao pode ser decomposto em duas partes abertas, disjuntas e nao
vazias. Em seguida, ilustraremos a definicao com exemplos progressivamente mais
complexos e mostraremos um critério para verificar a conexidade de um espago em
termos de conjuntos simultaneamente abertos e fechados.

Definigao 23.1 (de espago conexo). Um espago topoldgico X é dito desconexo
quando existem abertos préoprios e disjuntos, Ay, Ay C X, tais que X = A;UAs. Um
espagco topologico X ¢é dito conexo quando X nao ¢ desconexo, ou seja, quando, para
quaisquer dois abertos A; e Ay de X, temos que: ou A; U Ay # X, ou A1 N Ay # 0,
ou A, =0, ou Ay = 0.

Para fixar as ideias, examinaremos a seguir os exemplos mais simples possiveis:
espag¢os com um unico ponto e com dois pontos. Esses casos basicos revelam como
a estrutura da topologia influencia diretamente na conexidade do espaco.

Exemplo 23.2. Todo ponto é conexo. De fato, considere um conjunto com um
tnico elemento, X = {e}, munido da sua tnica topologia, 7 = {0, X}. Como os
tinicos abertos de X sdo () e X, nenhum deles é préprio. Assim, nesse caso, nao
existem abertos préprios e disjuntos, A;, Ay C X, tais que X = A; U As. Logo, X
¢ conexo.

O exemplo anterior mostra que um espaco com um Unico ponto é sempre conexo.
O exemplo a seguir mostra que, quando o espaco contém mais de um ponto, a sua
conexidade depende da topologia escolhida.

Exemplo 23.3. Considere um conjunto com dois elementos distintos, X = {a,b}.
Lembre que, a menos de homeomorfismos, as tnicas topologias em X sao: a trivial,
a de Sierpinski, e a discreta. Vamos determinar quais delas fazem com que X seja
um espago Conexo:

e Topologia trivial. Como X nao contém nenhum aberto proprio nesse caso, entao
esse espago é conexo.

e Topologia de Sierpinski. Considere a topologia de Sierpinski 7 = {0, {a}, X'}.
Nesse caso, o espaco topoldgico (X, 7) também é conexo, porque o tinico aberto
préprio de X é {a}. Ou seja, nao existem dois abertos préprios e disjuntos que

cobrem X.
176
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e Topologia discreta. Lembre que a topologia discretade X é 7 = {0, {a}, {b}, X }.
Assim, se tomarmos os abertos A; = {a} e Ay = {b}, teremos que A; N Ay =0
e Ay U Ay = X. Isso mostra que, nesse caso, (X,7) é um espago topoldgico
desconexo.

Os exemplos anteriores sugerem que topologias com poucos abertos tendem a
produzir espacos conexos, ao passo que topologias mais finas tendem a produzir
espacos desconexos. O exercicio a seguir pede que se demonstre essa intuicao de
forma geral.

Exercicio 23.1. Seja X um conjunto com mais de 1 elemento.

(a) Mostre que X munido da topologia trivial é conexo.
(b) Mostre que X munido da topologia discreta é desconexo.

(c) Sejam 7,7" duas topologias em X. Mostre que, se 7 C 7’ e (X, 7’) é conexo,
entdo (X, 7) também é conexo.

Resolugao (Zyon). (a) Em relagao a topologia trivial, existem apenas dois abertos,
X e (). Portanto, nao existem abertos préoprios em X e, consequentemente,
(X, 7) nao pode ser desconexo. Ou seja, todo conjunto X munido da sua
topologia trivial é conexo.

(b) Em relacdo a topologia discreta, todo subconjunto de X é aberto. Em particu-
lar, para todo x € X, o conjunto A; := {x} é aberto e o conjunto Ay := X'\ A;
também é aberto. Como X possui mais de um elemento, A; e Ay sdo subcon-
juntos préprios de X. Além disso, AN Ay =0 e A; U A, = X por construcao.
Logo, todo conjunto X com mais de um ponto, quando munido da topologia
discreta, é desconexo.

(¢) Vamos mostrar a contrapositiva: se (X, 7) é desconexo e 7 C 7/, entéo (X, 7’)
também é desconexo. De fato, se (X, 7) for desconexo, entao existem dois
abertos proprios A;, Ay € 7 tais que A; N Ay =0 e A, UAy, = X. Como 7/
é mais fina que 7, entdao A;, Ay € 7’ também. Sendo assim, (X, 7’) também é
desconexo. O

A definicao de conexidade em termos de coberturas por abertos préprios e dis-
juntos é conceitualmente clara, mas nem sempre é a mais pratica. O lema a seguir
fornece um critério equivalente, formulado em termos de subconjuntos simultanea-
mente abertos e fechados, que frequentemente simplifica as demonstracoes.

Lema 23.4. Um espaco topologico X é conexo se, e somente se, seus unicos sub-
conjuntos abertos e fechados (a0 mesmo tempo) sao ) e X.

Demonstracao. Na verdade, vamos mostrar a contrapositiva dessa afirmacao. Vamos
mostrar que: um espaco topologico X ¢é desconexo se, e somente se, existe um
subconjunto préprio de X que é aberto e fechado (a0 mesmo tempo).

Para mostrar a parte somente se, suponha que X seja desconexo. Por definicao,
isso significa que existem subconjuntos abertos préprios e disjuntos, Ay, A C X, tais
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que AjUA; = X. Como AjNAy = (), entao Ay C (X\A;); e como A;UA, = X entéao
Ay = (X'\A;). Como A; é aberto por hipétese, isso implica que A, é fechado. Como
Ay também é aberto e proprio por hipdtese, concluimos que As; é um subconjunto
proprio de X que é aberto e fechado.

Para mostrar a parte se, suponha que exista um subconjunto préprio A de X que
¢ aberto e fechado. Defina B := (X \ A). Como A é préprio, entdo B também
é préprio; e como A é fechado, entao B é aberto. Isso mostra que A e B sao
subconjuntos abertos préprios e disjuntos de X tais que AUB = AU (X \ 4) = X.
Isso significa que X é desconexo. O

Vamos aplicar o critério acima para verificar a conexidade do primeiro exemplo
nao trivial: a reta real munida da sua topologia usual. Esse resultado é fundamental,
pois serve de base para demonstrar a conexidade de outros espagos também.

Exemplo 23.5. Considere o conjunto dos niimeros reais R munido da sua topologia
usual. Vamos mostrar que R é conexo. Para isso, seja Y um subconjunto aberto e
fechado de R. Vamos mostrar que Y = () ou Y = R. Pelo Lema 23.4, isso implicard
que R é conexo.

Suponha que Y é um subconjunto aberto e fechado de R. Vamos mostrar que,
se Y # (0, entao Y = R. De fato, se Y # (), entao existe um elemento y € Y.
Assim, podemos considerar o conjunto C :={y € Y |y >y e [y, ¥] CY}. Vamos
mostrar que supC = oo. Para isso, vamos usar contradi¢ao. Suponha que sup C'
fosse finito e denote-o por s. Como s € Y por construcao e Y é aberto por hipotese,
entao existiria € > 0 tal que (s — ¢, s +¢€) C Y. Como Y também é fechado por
hipétese, seguiria dai que [s — €, s + €] C Y. Logo,

., s+e =y, s]U[s—¢ s+ CY.

Isso significaria que s + € € C' também. Como € > 0, entao s < s + €. Ou seja, C'
conteria um elemento maior que seu supremo, o que nao faz sentido. Isso mostra
que supC' = oo, ou seja, que [y,00) C Y. Analogamente, podemos mostrar que
(—o0,y] €Y, o que implica que Y = R.

Os exercicios a seguir aprofundam os exemplos e resultados acima. O primeiro
estabelece uma caracterizagao completa dos subespacos conexos de R e o segundo
estabelece quais topologias na reta a tornam conexa.

Exercicio 23.2. Considere o conjunto dos niimeros reais R, munido da sua topologia
usual. Mostre que os tinicos subconjuntos conexos de R sdo os intervalos (abertos,
semi-abertos e fechados).

Resolugao (Angie). Vamos mostrar a contrapositiva: se X for um subconjunto de R
nao é um intervalo, entao X é desconexo. Suponha que existam a < y < b tais que
a,b € X ey ¢ X. Defina A := (—oo,y)NX e B := (y,00) N X. Como (—o0,y) e
(y,00) sao abertos em R, os conjuntos A e B sao abertos em X. Além disso, como
(—o0,y) N (y,00) = 0, entao AN B = () também. Por fim, note que, como y ¢ X
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por hipétese, entao AU B = X. Assim, A e B sao dois subconjuntos nao vazios,
disjuntos e abertos em X tais que X = AU B. Isso mostra que X é desconexo. [J

Exercicio 23.3. Considere o conjunto R munido das seguintes topologias: discreta,
topologia K (Exercicio 3.2), de Sorgenfrey (Exemplo 3.5), topologia usual (métrica),
cofinita (Exemplo 2.3), coenumeravel (Exemplo 13.6), topologia do Exercicio 3.1, e
topologia trivial. Determine com quais dessas topologias R é conexo ou desconexo.

Resolugao (Celso). Vamos analisar essas topologias na reta real comecando pela
mais fina delas.

e Topologia discreta. Pelo Exercicio 23.1(b), a reta real é desconexa quando
munida da sua topologia discreta, porque a reta tem mais de um ponto.

e Topologia de Sorgenfrey. Pela definigao da topologia de Sorgenfrey (ver Exem-
plo 3.5), os conjuntos A = [0,1) e B = (—00,0) U [1,00) sao abertos préprios
e disjuntos de R. Assim, A e B sao abertos e fechados préprios de R. Pelo
Lema 23.4 isso significa que a reta é desconexa quando munida da topologia de
Sorgenfrey.

e Topologia K. Sejam A e B dois abertos proprios de R tais que AUB = R. Vamos
mostrar que AN B # (. Para comecar, observe que, como 0 € R = AU B,
entao 0 € Aou 0 € B. Se 0 € AN B, ja obtemos que AN B # (). Caso
contrario, podemos supor, sem perder generalidade, que 0 € A. Como 0 € A e
A ¢é aberto, entao existe € > 0 tal que o aberto basico (—¢, €) \ K estd contido
em A. Denote por C' o conjunto {¢ > 0| (—¢, €) \ K € A}. Assim como no
Exemplo 23.5, podemos mostrar que: ou ANB # 0, ou sup C' = oo. Isso implica
que: ou ANB #(, ou R\ K C A. Observe também que 1/n € R =AU B e,
consequentemente, que 1/n € Aou 1/n € B, para cadan > 0. Se 1/n € A para
todo n > 0, entao terfamos que R C A, ou seja, que A nao seria um subconjunto
préprio de R. Entao deve existir n > 0 tal que 1/n € B. Como B é aberto em
R por hipétese, entao existe € > 0 tal que o aberto basico (1/n — €, 1/n + ¢)
estd contido em B. Como

0#AR\K)N(1/n—¢€ 1/n+¢) C ANB,

isso implica que AN B # (). Isso mostra que, em todos os casos, AN B # ().
Dai, concluimos que a reta real é conexa quando munida com a topologia K.

Como a topologia usual, a topologia cofinita, a topologia coenumeravel, a topo-
logia do Exercicio 3.1 e a topologia trivial sdo mais grossas que a topologia K (ver
Figura 3.1), segue do Exercicio 23.1(c), que a reta real também é conexa quando
munida de alguma dessas topologias. ([l

Nesta segunda parte da aula, investigaremos como a conexidade se comporta
em relagao a subespacos e unioes. Em geral, subespacos topoldgicos de espacgos
conexos nao sao necessariamente conexos. Por exemplo, dois pontos distintos ou dois
intervalos disjuntos de R forma subespacos desconexos, apesar da reta ser um espaco
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conexo. O préximo resultado estabelece uma condi¢ao para que um subespaco de
um espago topoldgico seja desconexo.

Lema 23.6. Sejam X um espago topoldgico, S um subespago topoldgico de X e
Y1, Y, dois subconjuntos de X tais que S C YUY, ViNYo=0eYiNYy=0. Se S
for conexo, entao S C Y; ou S C Y5.

Demonstracao. Denote S NY; por S; e SNY; por S;. Vamos comecgar mostrando
que S; e S, sao subconjuntos abertos de S tais que S; NSy =0 e S;USy; =S5, De
fato, como S C Y; U Y5, entao

S=SNV1UYy)=(SNY)U(SNYs) =5 USy;
e, como Y1 NY, CY;NY, =0, entdo
SINS=(SNY)NSNYy)=SNYiNYy, =0.

Agora, vamos mostrar que S; e Sy sao abertos em S. De fato, como YinY, =0,
entdao Yy C (X \ V7). Isso implica que

S =8NY, CSN(X\Y)=S\(SNY) CS\(SNY1)=85\5 =5

Em particular, isso mostra que S, = S\ (SN Y}), que é aberto em S. Usando um
argumento andlogo, podemos mostrar que S; também ¢é aberto em S. Isso garante
que S e Sy sao subconjuntos abertos de S tais que SN Sy =0 e S;US, = S.

Como S é um espaco topoldgico conexo por hipétese, isso implica que S; = () ou
Sy = ). No primeiro caso, terfamos que S = Sy, = S NY5, ou seja, que S C Y;. No
segundo caso, terfamos que S = 57 = SN Yy, ou seja, que S C Y. U

O resultado anterior nos diz que subespacos conexos nao podem ser separados
por abertos mutuamente disjuntos. Usando esse resultado, podemos demonstrar
que unioes de subespagos conexos com intersegoes nao vazias sao conexas.

Proposicao 23.7. Seja X um espaco topoldgico. Se existir uma familia de subes-
pagos conexos {5, }ics de X tais que X = (J,; Si e S;NS; # 0 para todos i # j € I,
entao X é conexo.

Demonstrag¢ao. Suponha que Y seja um subconjunto aberto e fechado de X. Vamos
mostrar que Y = ) ou Y = X. Pelo Lema 23.4, isso implicard que X é conexo. Para
mostrar que Y = () ou Y = X, comece supondo que Y =# (). Vamos mostrar que
S; €Y para todo i € I. Como X = |J,.; S; por hipétese, isso implicard que X C Y
e, consequentemente, que Y = X.

Como Y # 0 e X = |J,;S;, entao existe i € I tal que Y N .S; # (. Fixe tal .
Como S; é conexo e Y é aberto e fechado por hipédtese, isso implica que S; C Y (ver
Lema 23.6). Dai e da hipétese de que S; NS; # () para todos i # j € I, segue que
0 #£S,NnS; CYNS; para todo j € I. Como S; é conexo e Y é aberto e fechado
por hipétese, isso implica que S; C Y para todo j € I (ver Lema 23.6). O
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O resultado acima admite uma reformulacao especialmente util: um espaco to-
poldgico ¢é conexo se, e somente se, quaisquer dois de seus pontos podem ser conec-
tados por um subespaco conexo. Esse corolario torna a conexidade uma propriedade
intrinseca dos pontos do espacgo e serd a ferramenta que usaremos para verificar a
conexidade de R".

Corolario 23.8. Um espaco topoldgico X é conexo se, e somente se, para todos
x,y € X, existe um subespaco topoldgico conexo S C X tal que z,y € S.

Demonstracao. Para mostrar a parte somente se, observe que, se X for conexo, entao
X é um subespaco topolégico conexo de X que contém x e y para todos os pontos
x,y € X. Para mostrar a parte se, suponha que, para todos x,y € X, exista um
subespago topolégico conexo S, C X tal que z,y € S, . Defina S, := J, .y Sey ©
observe que X = Uye + Sy. Como S, , ¢ conexo para todo x € X, entao S, ¢ conexo
para todo y € X (pela Proposigao 23.7) e, consequentemente, X também é conexo

(pela Proposigao 23.7). O

Com o Corolario 23.8 em maos, verificar a conexidade de R™ torna-se uma tarefa
direta: basta mostrar que quaisquer dois pontos de R™ podem ser ligados por uma
reta, que é um subespaco homeomorfo a R e, portanto, conexo.

Exemplo 23.9. Considere n > 0 e o conjunto R” munido da sua topologia usual.
Vamos mostrar que R"™ é um espaco topolégico conexo. Dados x,y € R", considere
o subconjunto S, , := {z+ Ay —z) | A € R}. Quando = =y, temos que S,, = {z}
¢ conexo pelo Exemplo 23.2. Quando = # y, a funcao ¢,, : R — §,, dada por
Gzy(A) = 2+ A(y—2) é um homeomorfismo. Como R é um espago topoldgico conexo
(ver Exemplo 23.5), isso implica que S, ,, € um subespaco conexo de R" que contém x
e y. Assim, segue do Corolario 23.8 que R” também é um espaco topoldgico conexo.

Vamos encerrar essa aula com um exercicio que explora como a conexidade se
comporta sob a operacao de fecho. Em particular, veremos que o fecho de um
conjunto conexo é sempre conexo, e que a reciproca dessa afirmacao é falsa.

Exercicio 23.4. Sejam X um espago topoldgico e Y um subespaco de X.

(a) Mostre que, se Y for conexo e Y C Y’ C Y, entdo Y’ também é conexo.

(b) Encontre um exemplo de um espago topoldgico X e um subespago Y de X tais
que Y seja conexo e Y seja desconexo.

Resolugao (Daniel). (a) Vamos mostrar a contrapositiva. Suponha que Y e Y’
sejam subconjuntos de um espaco topolégico X tais que Y C Y/ C Y. Vamos
mostrar que, se Y’ for desconexo, entao Y também ¢é desconexo. De fato, se
o subespaco topolégico Y’ for desconexo, entao existem subconjuntos abertos
proprios e disjuntos A, Ay C Y’ tais que Y/ = A; U Ay. Pela definicao da
topologia induzida, isso significa que existem subconjuntos abertos Ay e Ay em
X, taisque A1 =Y’ NA e A4y =Y'NAy. Defina B := Y NA; e By :=YNA,.
Vamos mostrar que By e By sao subconjuntos abertos proprios e disjuntos de
Y tais que Y = By U Bs. Isso implicard que Y é desconexo.
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Como A; e Ag sao abertos de X, entao Y N AieYn 1212 sao abertos de Y.
Além disso, como
BiNBy,=(YNA)N(Y NA) CY' NA)N(Y' NAy) =ANA, =0,
entao By e By sao abertos disjuntos de Y. Ainda mais, observe que
Y=YnY

=Y N(A UA)

=(YNA)U((Y NA)

= (Y NY' NA)U (Y NY'NAy)

= (Y NA)U(Y NA)

= Bl U BQ.
Para concluir, vamos verificar que B; e By sao nao vazios. Como A; é ~néuo
vazio por hipotese, podemos escolher a; € A;. Lembre que A; = Y'n {11 e
que Y/ C Y. Isso implica que a; € Y N Ay, ou seja, que a1 € Y e que A; é
uma vizinhanga (aberta) de a; em X. Assim, pela Proposigao 5.16, temos que

Y N A; # (). Isso mostra que B; é nao vazio. A verificacao de que B, também
é nao vazio é completamente analoga.

Considere a reta real R munida da sua topologia usual. Lembre do Exercicio 23.2
que o conjunto Y := (—1,0) U (0,1) é desconexo, porque nao é um intervalo.
No entanto, seu fecho, Y = [—1,1] é um conjunto conexo, porque é um inter-
valo. 0J



AuLa 24

Nessa primeira parte da aula, vamos continuar o conteido da aula anterior e apre-
sentar mais trés resultados sobre conexidade. O primeiro estabelece que a imagem
continua de um espaco conexo é conexa, o segundo aplica esse resultado para ca-
racterizar a conexidade de produtos de espacos topoldgicos, e o terceiro generaliza
o Teorema do Valor Intermediario do Calculo.

Proposicao 24.1. Sejam X e Y dois espagos topoldgicos e f : X — Y uma fungao.
Se X for conexo e f for continua e sobrejetora, entao Y é conexo.

Demonstracao. Seja S um subconjunto aberto e fechado de Y. Vamos mostrar que,
se S # 0, entao S = Y. Como f é sobrejetora, se S # (), entao f~1(S) # 0.
Além disso, como f é continua e S é um subconjunto aberto e fechado de Y, entao
S71(S) é um subconjunto aberto e fechado de X. Como X é conexo, se f~1(9) é
um subconjunto nao vazio, aberto e fechado de X, entao f~!(S) = X. Isso significa
que f(z) € S para todo x € X, ou seja, im(f) € S. Como f é sobrejetora, isso
implica que Y C S e, consequentemente, que S =Y. O

A proposicao acima tem varios corolarios. Por exemplo, ela implica que quoci-
entes de espagos conexos sao conexos, porque aplicagoes quocientes sao continuas
e sobrejetoras. Ela também garante que a conexidade é preservada pelas projecoes
canonicas de produtos de espacos topoldgicos. No proximo resultado, vamos mos-
trar que um produto de espacos topoldgicos é conexo, se e somente se, cada fator é
conexo.

Corolario 24.2. Seja {X;}ic; uma familia de espagos topoldgicos e considere o
produto cartesiano X = [[..; X; munido da sua topologia produto. Os espacos
topologicos X; sao conexos se, e somente se, X é conexo.

Demonstracao. Para mostrar a parte somente se, lembre que, para todo ¢ € I,
a funcao m; : X — X, é continua e sobrejetora. Assim, se X for conexo, entao
m(X) = X; também é conexo (pela Proposicao 24.1).

Para mostrar a parte se, suponha que os espagos topoldgicos X; sejam todos
conexos. Depois, fixe x € X e defina o conjunto Y, como sendo

{y€ X | existe um subconjunto finito J C I tal que vy(j) # x(j) somente se j € J}.

Vamos mostrar que Y, ¢ conexo e que X =Y, . Pelo Exercicio 23.4, isso vai implicar
que X é conexo.

Primeiro, vamos mostrar que Y, é conexo. Para isso, vamos mostrar que, para
todo v € Y,, existe um subconjunto conexo C, C Y, tal que x,v € C,. Pela
Proposicao 23.7, isso vai implicar que Y, ¢é conexo. Para construir o conjunto C.,
vamos comegcar fixando v € Y, . Por construcao, existe um subconjunto finito J, C I
tal que (i) = x(¢) para todo i € I\ J,. Como J, é um conjunto finito, podemos

escrever J, = {j1,...,jn}. Usando essa notacao, defina conjuntos Cy, Cs,...,C, da
183
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seguinte forma:

{xGr)}, sei€{ji, - il
C ::HC’;C,Z-, onde Cj; =< X,

s se i = Jr,
el (@)}, seid {ji,...,Jx}

Observe que os conjuntos C,Cs, ..., C, sao conexos, porque eles sao homeomorfos
aXj,,Xj,,...,Xj,, respectivamente. Depois observe que v € Cy, que C,NCyq # 0,
e que x € C,. Assim, segue da Proposigao 23.7 que C, := C; UCy---UC,, é um
conjunto conexo que contém x e . Pela Proposicao 23.7, isso implica que Y, ¢
conexo.

Agora vamos mostrar que X = YX Para isso, vamos mostrar que U NY, # 0
para todo U € U, e todo ¢ € X. Pela Proposicao 5.16, isso implicara que X = Tx
Vamos comecar fixando ¢ € X e U € U;. Como U ¢ uma vizinhanca de ¢ em X,
entao existe uma familia de subconjuntos abertos A4; € X; tal que ¢ € [[,.; 4 CU
e A; ¢ X; somente se i pertence a um subconjunto finito J C I. Defina um elemento
a € X como sendo

. {c(j), se j € J,
ai) =477 .
x(i), seiel\J.
Observe que o € [[,.; 4i € U e que o € Y. Isso mostra que U NY, # () e implica
que X =Y. O

Como os subconjuntos conexos de R sao os seus intervalos (ver Exercicio 23.2),
a Proposicao 24.1 implica que a imagem de uma funcao continua definida em um
espaco conexo e tomando valores em R é sempre um intervalo. O préximo resultado
formaliza essa observacao e é conhecido como Teorema do Valor Intermediario nos
cursos de Calculo.

Corolario 24.3. Seja X um espaco topoldgico, considere o conjunto dos ntimeros
reais R munido da sua topologia usual, seja f : X — R uma funcao e suponha que
existam elementos a,b € X tais que f(a) < f(b). Se X for conexo e f for continua,
entdo, para todo v € (f(a), f(b)), existe c € X tal que f(c) = .

Demonstra¢ao. Como X é conexo e f é continua por hipdtese, entao im(f) é conexa
(pela Proposigao 24.1). Como im(f) ¢ um subconjunto conexo de R, entdo ele é
um intervalo (ver Exercicio 23.2). Em particular, todo elemento v € (f(a), f(b))
pertence a im(f); ou seja, existe ¢ € X tal que f(c) = 7. O

Exercicio 24.1. Sejam X um espaco topolégico conexo e f : X — R uma fungao
continua. Suponha que f(z) # 0 para todo z € X. Mostre que f ndo muda de
sinal, ou seja, ou f(x) > 0 para todo z € X, ou f(z) < 0 para todo z € X.

Resolugao (Israel). Vamos mostrar a contrapositiva: se X for um espago conexo e
f: X — R for uma func¢ao continua que muda de sinal, entao existe x € X tal que
f(z) = 0. Comece supondo que f muda de sinal. Ou seja, suponha que existam
a,b € X tais que: f(a) < 0 < f(b) ou f(b) < 0 < f(a). Como X é conexo e f é
continua por hipétese, segue do Corolério 24.3 que existe ¢ € X tal que f(c) =0. O



NOTAS DE AULA DE TOPOLOGIA GERAL 185

24.1. Componentes conexas. Quando um espaco topolégico nao é conexo, é na-
tural perguntar quais sao os maiores pedagos conexos que o compoem. Essa ideia
¢ formalizada pela nogao de componente conexa, que associa a cada ponto de um
espaco o maior subespago conexo de que o contém. Nessa segunda parte da aula,
vamos introduzir e estudar as propriedades fundamentais dessas componentes, mos-
trando, em particular, que elas formam uma particao do espaco em subconjuntos
fechados.

Definigao 24.4 (de componente conexa). Dados um espago topolégico nao vazio
X e um elemento x € X, denote por C, a familia formada pelos subespacos conexos
de X que contém z e defina a componente conexa de x como sendo o subconjunto

Cr = Ugee, € de X.

Antes de estabelecer as propriedades gerais das componentes conexas, vejamos
alguns exemplos concretos que ilustram a definicao acima.

Exemplo 24.5. Se X for um espago topoldgico conexo, entao a componente conexa
de todos os seus pontos é X. De fato, observe que, para todo = € X, temos
que X € C,, ou seja, X é um subespaco conexo de X que contém x. Portanto,
X C UCGGI C =C, C X. Isso implica que a componente conexa C, é igual a X.

Por outro lado, se a componente conexa de algum ponto em um espaco topologico
for igual a todo o espaco, entao esse espaco topoldgico é conexo. De fato, se X for
um espaco topolégico e C, = X para algum z € X, entdo X = (Jyee, €. Como
todo C' € €, é conexo e como x € C7 N Cy para todos C1,Cy € C,, segue da
Proposicao 23.7 que X é conexo também.

O exemplo a seguir mostra um caso concreto em que um espago nao € conexo e
suas componentes conexas sao subconjuntos proprios do espaco.

Exemplo 24.6. Considere a reta real munida da sua topologia usual. Lembre do
Exemplo 23.5 que esse é um espaco topoldgico conexo. Assim, pelo Exemplo 24.5,
a componente conexa de todos os seus pontos é toda a reta.

Agora considere o subespaco S = (—o00,0)U(0, 00) de R. Lembre do Exercicio 23.2
que S nao é conexo. Vamos mostrar que C, = (—00,0) para todo x < 0 e que
C, = (0,00) para todo > 0. De fato, se x < 0, entdo (—o0,0) é um subconjunto
conexo de S que contém z (ver Exercicio 23.2). Isso implica que (—o00,0) C C,.
Para mostrar que C, C (—00,0), comece lembrando que C, = UCe@x C, onde C, ¢
a familia de subconjuntos conexos de S que contém z. Assim, para mostrar que
C, C (—00,0), basta mostrar que todo subconjunto conexo de S que contém x estd
contido em (—o00,0). Para isso, fixe um subconjunto conexo C' de S que contém
z. Como (—o00,0) é um subconjunto aberto e fechado de S, entdao C'N (—o0,0) é
um subconjunto aberto e fechado em C. Dai, da hipdtese de que C é conexo e do
Lema 23.4, segue que C'N(—00,0) é vazio ou é igual a C. Como x € C'N(—o00,0) por
hipétese, entdo C'N(—o0, 0) nao é vazio. Isso significa que C'N(—o00,0) = C, ou seja,
que C' C (—00,0). Isso implica que C, C (—00,0), o que completa a demonstracao
de que C, = (—00,0) para todo z < 0. A demonstragao de que C, = (0,00) para
todo x > 0 é completamente analoga.
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O exercicio a seguir propoe um caso ainda mais simples, em que o espaco tem
Y 35
apenas dois pontos, mas a resposta depende essencialmente da topologia escolhida.

Exercicio 24.2. Considere um conjunto com 2 elementos distintos. Calcule as
componentes conexas dos dois elementos desse conjunto quando ele for munido de
cada uma das suas possiveis topologias.

Resolucao (Mateus). Seja X = {a,b}, um conjunto com dois elementos distintos.
Calculemos as componentes conexas dos pontos de X sob cada uma das suas topo-
logias.

(a) Topologia discreta. Segue do Exercicio 23.1(b) que X munido com a topologia
discreta nao é conexo. Assim, o unico subconjunto conexo de X que contém a é
{a} e o 1nico subconjunto conexo de X que contém b é {b} (ver Exemplo 23.2).
Portanto, a componente conexa do ponto a é C, = {a} e a componente conexa
do ponto b é C, = {b}.

(b) Topologia de Sierpinski. Segue do Exemplo 23.3 que X munido com a topologia
de Sierpinski é conexo. Dai e do Exemplo 24.5, segue que C, = C, = X.

(c) Topologia trivial. Segue do Exercicio 23.1(a) que X munido com a topologia
trivial é conexo. Dai e do Exemplo 24.5, segue que C, = C, = X. 0

Com esses exemplos em mente, podemos agora estabelecer algumas propriedades
das componentes conexas. O lema a seguir mostra que elas sao sempre fechadas e
que formam uma particao do espago.

Lema 24.7. Seja X um espagco topoldgico nao vazio.

(a) Para todo elemento x de X, a componente conexa de x é o maior subespago
conexo de X que contém x.

(b) Para todo x € X, a componente conexa C, ¢ fechada.

(c) Dados z,y € X, temos que: C, NC, = 0 ou C, = C,.

Demonstragao. (a) Primeiro observe que todo subconjunto C' € €, é conexo e
que x € C N C' para todos C,C" € C,. Segue dai e da Proposicao 23.7 que
Cr = Ucee, € ¢ um subespago conexo de X que contém z. Além disso, observe
que C' C Ugee, C = C, para todo C € C,. Logo, a componente conexa C, é o
maior subespaco conexo de X que contém x.

(b) Fixe z € X. Como sua componente conexa C, é um subconjunto conexo de X
que contém x (pela parte (a)), entao seu fecho C, também é um subconjunto
conexo de X que contém x (ver Exercicio 23.4). Como C, é o maior subconjunto
conexo de X que contém z (pela parte (a)), segue dai que C, C C,. Isso implica
que a componente conexa C, é fechada.

(c) Fixe z,y € X. Vamos mostrar que, se C, N C, # (), entao C, = C,. De fato, se
C.NC, # 0, entdo C,UC, ¢ um subconjunto conexo de X (pela Proposicao 23.7).
Além disso, observe que z,y € C, UC,. Como C, ¢ o maior subconjunto conexo
de X que contém z e C, ¢ o maior subconjunto conexo de X que contém y
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(pela parte (a)), entdo C, UC, C C, e C, UC, C C,. A primeira continéncia
implica que C, C C, e a segunda implica que C, € C,. Com isso, concluimos
que C, = C,. [

O exemplo a seguir ilustra mais um caso concreto de componentes conexas. Nesse
caso, as componentes conexas sao conjuntos com apenas um ponto. Assim, elas sao
fechadas e disjuntas, o que ilustra o resultado acima.

Exemplo 24.8. Considere a reta real R munida da sua topologia usual e o subespaco
Q C R formado pelos nimeros racionais. Vamos mostrar que as componentes cone-
xas de Q sao formadas exatamente por cada um de seus pontos.

Para isso, fixe um ponto ¢ € Q. Queremos mostrar que C, = {¢}. Para isso,
vamos mostrar que o tnico subconjunto conexo de Q que contém ¢ é {q}. De fato,
suponha que C' seja um subconjunto conexo de Q que contém ¢, e seja p um nimero
racional diferente de ¢. Como R\ Q é denso em R e p # ¢, entao existe um nimero
irracional z € R\ Q tal que x estd entre p e ¢: se p < ¢, entdo p < = < ¢; e se
q < p, entdo ¢ < x < p. Observe que (—oo,z) e (x,00) sdo subconjuntos abertos e
disjuntos de R. Logo, (—o0,z)NC e (z,00)NC sao subconjuntos abertos e disjuntos
de C. Além disso, como = ¢ Q, entdo C' = ((—o0,2) N C)U((z,00) N C). Como C é
conexo por hipdtese, entao C' C (—oo,z) ou C' C (x,00). Como ¢q € C' e x estd entre
p e ¢, em ambos os casos concluimos que p ¢ C. Portanto C' ndo contém nenhum
outro numero racional e, consequentemente, C, = {¢}.

Lembre do Lema 23.4 que um espaco topoldgico X é conexo se, e somente se, seus
Unicos subconjuntos simultaneamente abertos e fechados sao () e X. Além disso,
observe, do Lema 24.7 e do exemplo anterior, que as componentes conexas de um
espaco topoldgico sao sempre fechadas. No entanto, o exemplo acima mostra que
essas componentes conexas nao sao necessariamente abertas. Para garantir que as
componentes conexas sejam abertas e fechadas, precisamos da hipdtese adicional de
que o espaco topoldgico seja localmente conexo. Esse serda o tema da préxima aula.

Exercicio 24.3. Considere um espaco topoldgico nao vazio X. Defina a seguinte
relacao no conjunto X:
r~y < C, =0C,.

Mostre que ~ ¢é uma relagao de equivaléncia em X.

Resolugao (Roger). Para mostrar que a relagdo ~ definida por
r~y < C,=C,

é uma relacao de equivaléncia em X, precisamos verificar que ela é uma relacao
reflexiva, simétrica e transitiva.

Para verificar que ~ é reflexiva, observe que C, = C, para todo x € X. Isso
significa que x ~ x. Para verificar que ~ ¢é simétrica, observe que, se x,y € X,
forem tais que = ~ y, ou seja, C, = C,, entao C, = C, também. Isso significa que
y ~ x. Para verificar que ~ é transitiva, observe que, se x,y, z € X forem tais que
x ~yeyn~ z entao C; = C, = C,. Ou seja, C, = C,, o que significa exatamente
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que x ~ z. Isso mostra que ~ é uma relacao reflexiva, simétrica, transitiva e,
consequentemente, uma relacao de equivaléncia. 0]

Exercicio 24.4. Sejam X e Y dois espagos topoldgicos nao vazios e f: X — VY
uma funcao continua. Mostre que f(C;) C Cy(,) para todo z € X.

Resolugao (Zyon). Considere a restrigao de f a C,. Ou seja, denote C, por X', denote
f(Cy) por Y e defina f' : X’ — Y’ como sendo a fungao dada por f'(z) = f(x).
Como f ¢ continua, entdo f’ também é continua (ver Proposicao 7.10(a)). Além
disso, observe que f’ é sobrejetora. Dai e da Proposigao 24.1, segue que Y’ = f(C,)
é conexo. Além disso, como x € C,, entdo f(x) € f(C.). Ou seja, f(C,) é um
subconjunto conexo de Y que contém f(x). Como Cfy é o maior subconjunto
conexo de Y que contém f(x) (ver Lema 24.7(a)), concluimos que f(C;) C Cyry. O

Exercicio 24.5. Mostre que os seguintes pares de espacos topoldgicos, munidos de
suas topologias usuais, nao sao homeomorfos:

(a) [0,1] e {0,1}.
(b) [0,1] e [0,1).
(c) ReR2

(d) S*e[0,1].
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Nesta aula, estudaremos a nocao de conexidade local. Introduziremos a definigao
de espaco localmente conexo, exploraremos exemplos que ilustram as relagoes entre
conexidade e conexidade local, e demonstramos alguns resultados, incluindo o fato
de que as componentes conexas de um espaco topologico localmente conexo sao
abertas.

25.1. Espacos localmente conexos. A conexidade de um espago topolégico, como
vimos, ¢ uma propriedade global: ela diz respeito a estrutura do espago inteiro.
Agora, vamos introduzir a nocao de conexidade local, que é uma propriedade intei-
ramente pontual: um espaco é localmente conexo quando cada ponto admite uma
base de vizinhancas formada por abertos conexos.

Definigcao 25.1 (de espago localmente conexo). Um espago topoldgico X é dito
localmente conexo quando todo elemento x € X tem uma base de vizinhancas
formada por subespacos abertos e conexos.

A defini¢do acima é, a primeira vista, bastante restritiva. Os exemplos a seguir
exploram o alcance e os limites dessa definicao. Comecemos mostrando que a reta
real é um espago localmente conexo quando munida da sua topologia usual.

Exemplo 25.2. A reta real R munida da sua estrutura usual de espago topoldgico
¢é localmente conexa. Para justificar essa afirmacao, lembre que os intervalos abertos
em R sdo conexos (ver Exercicio 23.2). Isso implica que a familia

B,={(x—r,z+r)|r>0}

¢ uma base de vizinhangas formada por abertos conexos para todo ponto x € X
(ver Exemplo 4.10).

O exemplo acima mostra que a reta real munida da sua topologia usual é local-
mente conexa. Como ela também é conexa, uma pergunta natural é se conexidade
e conexidade local sao equivalentes. Os dois exemplos a seguir mostram que esses
conceitos sao completamente independentes: existem espacos conexos que nao sao
localmente conexos, e espacos localmente conexos que nao sao conexos.

Exemplo 25.3. Considere o conjunto R? munido da sua topologia usual e o subes-
paco S := {(z,y) € R? |z > 0 ey = sen(1/x)}. Vamos mostrar que S é conexo e
nao ¢é localmente conexo.

Para justificar a afirmacio que S é conexo, comece observando que S é a imagem
da funcdo ¢ : (0,00) — R? dada por ¢(x) = (z,sen(1/z)). Como a fungao ¢ é
continua em cada coordenada, (1 0 ¢) = id(g ) € (T2 0 ¢)(x) = sen(1/x), entao ¢ é
uma fungao continua (ver Proposigao 9.5(d)). Como o intervalo (0, c0) é conexo (ver
Exercicio 23.2), entao S ¢é a imagem de um espago conexo por uma fung¢ao continua.
Dafi e da Proposicao 24.1, segue que S é conexo e, consequentemente, que S também

é conexo (ver Exercicio 23.4).
189
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Agora, para justificar a afirmacdo de que S ndo é localmente conexo, primeiro
observe que S = S U ({0} x [~1,1]). Depois, considere o ponto (0,0) € S e observe
que S N B((0,0), 1/2) é uma vizinhanca de (0,0) em S que ndo contém nenhum
aberto conexo, por ser a uniao disjunta de infinitos segmentos de curvas. Assim,
toda base de vizinhangas abertas de (0,0) necessariamente contém um conjunto
desconexo. Isso significa que S nio é localmente conexo.

O exemplo acima mostra que nem todo espaco topoldgico conexo é localmente
conexo. O exemplo a seguir mostra que a situacao inversa também é possivel: um
espaco pode ser localmente conexo em cada um de seus pontos sem ser conexo.

Exemplo 25.4. Considere o conjunto dos niimeros inteiros Z munido da sua topo-
logia discreta. Por definicao, todo subconjunto de Z é aberto e fechado. Como Z
contém subconjuntos préprios (abertos e fechados), segue do Lema 23.4 que Z nao é
conexo. Mas Z ¢é localmente conexo. Para justificar essa afirmacao, primeiro lembre
que B, = {{z}} é uma base de vizinhancas de todo z em Z. Pelo Exemplo 23.2,
todo conjunto com um elemento, {2z} C Z, é conexo. Além disso, {z} também é
aberto em Z. Assim, temos que B, = {{z}} é uma base de vizinhancas abertas e
conexas para todo z € Z. Isso mostra que Z ¢ um espago topoldgico localmente
conexo que nao é conexo, quando munido da topologia discreta.

Vamos concluir essa série de exemplos com um exercicio que mostra que o subespa-
¢o formado pelos ntimeros racionais dentro da reta real nao é conexo, nem localmente
conexo. Em particular, esse exercicio ilustra o fato de que subespacos arbitrarios de
espagcos localmente conexos nao sao necessariamente localmente conexos.

Exercicio 25.1. Considere a reta real R munida da sua topologia usual. Mostre que
o subespaco de R formado pelos niimeros racionais (Q nao é conexo, nem localmente
conexo.

Resolugao (Angie). Considere o subconjunto @Q de R munido com a topologia in-
duzida da topologia usual de R. Vamos mostrar que Q nao é conexo e Q nao é
localmente conexo.

Para mostrar que Q nao é conexo, comece fixando um nimero irracional a. Depois,
defina A :== QN (—00,a) e B := QN (a,00). Como (—o0,a) e (a,o0) sdo abertos
em R, entdo A e B sao abertos em Q (munido da topologia induzida). Além disso,
observe que a densidade dos racionais em R garante que existem racionais menores
e maiores que a, ou seja, que A # () e B # (). Observe também que Q = AU B,
porque a ¢ Q e todo nimero racional é ou menor, ou igual, ou maior que a. Por
fim, observe que

ANB=(QnN(-00,a))N(QN(a,00)) =QN(—o00,a)N (a,c0) =0.

Isso mostra que A e B sao abertos disjuntos de Q tais que AU B = Q, e consequen-
temente, que Q é desconexo.

Para mostrar que Q nao é localmente conexo, vamos mostrar que todo subconjunto
aberto e nao vazio de Q é desconexo. Isso implicard que nao existem bases de
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vizinhancas abertas e conexas para nenhum ponto de Q. Seja V' um aberto nao
vazio em Q e seja ¢ um ponto de V. Como ¢ € V e V é aberto, existe § > 0
tal que (¢ — 9, g+ 0)NQ C V. Como o conjunto de nimeros irracionais é denso
em R, existe um numero irracional a € (¢ — 9, ¢ + J). Defina A := V N (—00,a)
e B :=V N(a,00). Usando um argumento completamente andlogo ao argumento
usado no paragrafo anterior, podemos mostrar que A e B sao abertos e disjuntos de
V tais que AU B = V. Isso mostra V' é desconexa e, consequentemente, que nao
existem abertos nao vazios e conexos em Q. Logo, nao existem bases de vizinhancas
abertas e conexas dos pontos em Q. Portanto, Q nao é localmente conexo. 0

Nesta segunda parte da aula, vamos desenvolver alguns resultados sobre espagos
localmente conexos. O ponto central é uma caracterizagao da conexidade local em
termos das componentes conexas de subconjuntos abertos, que nos permite, em
particular, concluir que as componentes conexas de um espaco localmente conexo
sao sempre conjuntos abertos.

Proposicao 25.5. Um espaco topologico X ¢é localmente conexo se, e somente se,
para todo subconjunto aberto A C X e todo ponto a € A, a componente conexa de
a em A é aberta em X.

Demonstracao. Para mostrar a parte somente se, suponha que X seja um espaco
topoldgico localmente conexo. Fixe um subconjunto aberto A C X e um elemento
a € A. Denote por C, 4 a componente conexa de a em A. Vamos mostrar que C, 4
¢ aberta em X. Para isso, fixe v € C, 4. Como =z € C, 4 € A e x tem uma base
de vizinhancas B, formada de conjuntos conexos e abertos, entao existe B € B, tal
que z € B C A. Como x € B e B é conexo, entdao B C C, 4 (pelo Lema 24.7(a));
e como B é aberto, entdo z € C; 4. Isso mostra que C, 4 C Cj 4. Pelo Lema 5.5(a)
isso significa que a componente conexa C, 4 ¢ aberta.

Para mostrar a parte se, suponha que, para todo subconjunto aberto A C X e
todo ponto a € A, a componente conexa de a em A seja aberta em X. Para cada
x € X, considere a familia

B, ={BC X |z € Be B éaberta e conexa}.

Vamos mostrar que B, é uma base de vizinhancas de x em X. De fato, dado x € X
eU € U,, como z € U° e U° é aberto em X, entao a componente conexa de x
em U° é aberta em X (por hipétese). Consequentemente, essa componente conexa
Cyue pertence a B,. Como C, o € B, e x € Cypye C U, entao B, ¢ uma base de
vizinhangas de . Como os subconjuntos da familia B, sao abertos e conexos, nos
concluimos que X é localmente conexo. O

A proposicao acima oferece uma outra forma de verificar a conexidade local de um
espago, em termos das componentes conexas. Como uma aplicacao direta, obtemos
que as componentes conexas em espagos localmente conexos sao abertas e fechadas.

Corolario 25.6. Se X for um espacgo topoldgico nao vazio e localmente conexo,

entao as componentes conexas de todos os pontos de X sao abertas e fechadas em
X.
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Demonstragao. Essa resultado segue direto do Lema 24.7(b) e da Proposicao 25.5.

O

O coroléario acima mostra que, em espacos localmente conexos, as componentes
conexas formam uma particao de X em abertos e fechados. Em geral, as compo-
nentes conexas de um espago topoldgico sao sempre fechadas (pelo Lema 24.7(b)),
mas nao necessariamente sao abertas. E precisamente a conexidade local que ga-
rante essa propriedade adicional. O exercicio a seguir explora duas situagoes em que
também se pode concluir que as componentes conexas sao simultaneamente abertas
e fechadas, mesmo sem supor conexidade local.

Exercicio 25.2. Seja X um espago topoldgico nao vazio.

(a) Se X tiver uma quantidade finita de componentes conexas distintas, mostre que
todas as suas componentes conexas sao abertas e fechadas.

(b) Se X for um espago topoldgico compacto e localmente conexo, mostre que X
tem uma quantidade finita de componentes conexas.

Resolugao (Celso). (a) Suponha que X seja um espaco topoldgico que tenha uma
quantidade finita de componentes conexas distintas, C, Cs, ..., C,. Como todo
ponto pertence a sua propria componente conexa, segue que

X = UCx:C'1UC'2U-~~UCn.

zeX

Dai e do fato que C; N C; = () para todo i # j € {1,2,...,n} (ver Lema 24.7),
obtemos que

CZ:X\(01UU0171U01+1UUC,1) paratodoi€{1,2,...,n}.

Agora lembre que toda componente conexa é fechada (ver Lema 24.7(b)) e
que a uniao finita de subconjuntos fechados é fechada. Isso implica que os
subconjuntos C1U---UC;_1UC; 1 U---UC, sao fechados e, consequentemente,
que as componentes conexas C; sao abertas em X.

(b) Suponha que X seja um espago localmente conexo e compacto. Lembre que,
como todo ponto pertence a sua componente conexa, entao X = U:De x Ca.
Agora, lembre da Proposi¢ao 25.5 que, como X ¢é localmente conexo por hipé-
tese, suas componentes conexas sao abertas. Isso significa que X = [J, ¢ Cs
é uma cobertura aberta de X. Depois, observe que, como X também é com-
pacto por hipotese, podemos extrair uma subcobertura finita; ou seja, existe
um subconjunto finito {z1,zs,...,2,} € X tal que X = C,; UCyy U---UCy,,.
Como as componentes conexas de um espago sao ou iguais, ou disjuntas (ver
Lema 24.7(c)), segue dai que X tem finitas componentes conexas distintas. [

Vamos concluir essa aula com dois exercicios que estabelecem condigoes para que
imagens de espacos localmente conexos por fungoes continuas e produtos de espagos
localmente conexos sejam localmente conexos.
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Exercicio 25.3. Sejam X e Y dois espagos topolégicos e f: X — Y uma funcao
sobrejetora. Suponha que X seja um espaco localmente conexo. Encontre condigoes
sobre f para garantir que Y também seja localmente conexo.

Exercicio 25.4. Mostre que o produto [[,.; X; é localmente conexo se, e somente
se, todos os espacos X; sao localmente conexos e todos os espacos X; sao conexos,
exceto possivelmente uma quantidade finita deles.



AuLA 26

Nesta aula, vamos concluir o estudo das diversas propriedades de espacos topold-
gicos, apresentando a nocao de conexidade por caminhos. Enquanto a conexidade
usual lida com a impossibilidade de cobrir um espago em dois abertos disjuntos nao
vazios, a conexidade por caminhos formaliza a ideia de que podemos caminhar de
qualquer ponto a qualquer outro dentro de um espacgo sem sair dele.

26.1. Espacos conexos por caminhos. Vamos comegar introduzindo a definicao
formal desse conceito. Em seguida, analisaremos exemplos de espagos conexos por
caminhos e de espagos que nao o sao. Para concluir, estudaremos o comportamento
dessa propriedade sob fung¢oes continuas e produtos.

Definigao 26.1 (de espago conexo por caminhos). Um espago topolégico X ¢ dito
conexo por caminhos quando, para quaisquer dois pontos x,y € X, existe um cami-
nho em X ligando z a y, ou seja, existe uma fungao continua v : [0, 1] — X tal que

A(0) =z e (1) = .

Com a definicao formal estabelecida, vamos aplica-la a exemplos simples antes
de avangarmos para estruturas topoldgicas mais complexas. O primeiro caso que
consideraremos é o de um espaco constituido por um tnico elemento.

Exemplo 26.2. Seja X = {e} um espago topoldgico com um tnico elemento, equi-
pado com a sua unica topologia, 7 = {0, X }. Para quaisquer dois pontos em X (que,
por trivialidade, devem ser ambos iguais a ), podemos definir a fungdo constante
v :[0,1] — X, dada explicitamente por v(¢) = e para todo ¢t € [0,1]. Como as
imagens inversas dos abertos de X sob v sao abertos (y7}(0) = 0 e v }(X) = [0, 1]),
a fungao v é continua. Além disso, 7(0) = e e (1) = e. Portanto, X é conexo por
caminhos.

Uma vez verificado que espagos com um 1inico elemento sao conexos por caminhos,
uma extensao natural é considerar espagos com dois elementos. O préximo exercicio
mostra que a conexidade por caminhos de um espago com dois elementos depende
da topologia com a qual ele é munido.

Exercicio 26.1. Considere um conjunto com dois elementos distintos. Determine
em relagao a quais topologias esse conjunto é um espaco topoldgico conexo por
caminhos.

Resolugao (Mateus). (a) Topologia discreta. Como [0, 1] é um espago conexo (ver
Exercicio 23.2), segue da Proposi¢ao 24.1 que a imagem de qualquer fungao
continua v : [0, 1] — {a, b} deve ser um subconjunto conexo de {a,b}. Na topo-
logia discreta, os tinicos subconjuntos conexos nao vazios sdo os unitérios (ver
Exercicio 24.2). Logo, toda fungao continua ~ : [0, 1] — {a, b} é constante. Isso
significa que, nesse caso, nao existem caminhos em X ligando a a b. Portanto,

o conjunto {a, b} munido da topologia discreta nao é conexo por caminhos.
194
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(b) Topologia de Sierpinski, 7 = {0, {a}, {a,b}}. Para mostrar que o conjunto
{a,b} é conexo por caminhos quando munido dessa topologia de Sierpinski,
vamos comegar construindo uma fungao continua 7 : [0,1] — {a, b} tal que
71(0) = a e 71 (1) = b. Concretamente, defina 7, : [0,1] — {a, b} por

a, sete|0,1)
t pu—
() {b, set=1.

Observe que 7; é continua, porque v; ' (0) = 0, 77 ' ({a}) = [0, 1), que é aberto
em [0,1], e v, '({a,b}) = [0,1]. Além disso, observe que 7,(0) = a e v;(1) = b
por construcao.

Agora, vamos construir uma fungao continua 7y, : [0,1] — {a,b} tal que
72(0) = b e 75(1) = a. Concretamente, defina

b, set =0,
Y2(t) = {

a,set € (0,1].

Observe que ¥, é continua, porque Yo(0) = 0, 75 ' ({a}) = (0, 1], que é aberto
em [0,1], e v2({a,b}) = [0,1]. Além disso, observe que ¥,(0) = b e (1) =a
por construcao. Isso mostra que existem caminhos ligando os dois pontos do
conjunto {a, b}, o que significa que esse conjunto é conexo por caminhos quando
munido com essa topologia de Sierpinski.

(c) Topologia trivial. Toda funcgao v : [0, 1] — {a, b} é continua, porque v~ () = 0
e v '({a,b}) = [0,1]. Em particular, a fungao v : [0,1] — {a, b} dada por

é continua e satisfaz v(0) = a e y(1) = b. Isso mostra que o conjunto {a, b} é
conexo por caminhos quando munido da topologia trivial. O

A anélise de espacos finitos evidencia que a conexidade por caminhos depende
crucialmente da disponibilidade de funcoes continuas que conectem pares de pontos
do espaco. Afastando-nos de exemplos finitos, vamos considerar a reta real munida
de sua topologia usual.

Exemplo 26.3. A reta real R, munida de sua topologia usual, é um espaco conexo
por caminhos. De fato, dados dois pontos x,y € R, defina a funcao v : [0,1] — R
por ¥(t) := (1 —t)z+ty. Como v é uma fungao afim em ¢, ela é continua em relacao
a topologia usual de R. Além disso, observe que v(0) = x e y(1) = y. Isso justifica a
afirmagao de que R é conexo por caminhos quando munida da sua topologia usual.

Do ponto de vista da topologia geral, a reta real pode ser dotada de outras topo-
logias além da usual. O exercicio a seguir determina em relacao a quais delas a reta
real é conexa por caminhos.

Exercicio 26.2. Determine em relacao a quais topologias a reta real é um espaco
topoldgico conexo por caminhos.
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Apds examinarmos alguns exemplos, vamos estabelecer os primeiros resultados
tedricos, comecgando pela relagao entre conexidade por caminhos e a nocao classica
de conexidade.

Lema 26.4. Todo espaco conexo por caminhos é conexo.

Demonstrac¢ao. Suponha que X seja um espago topoldgico nao vazio e conexo por
caminhos. Por definicao, isso significa que, para quaisquer z,y € X, existe uma
funcao continua 7., : [0,1] — X tal que 7,,(0) = z e 7,,(1) = y. Como [0, 1]
é conexo (ver Exercicio 23.2) e v,, é continua (por hipétese), a sua imagem é um
subconjunto conexo de X. Fixe um ponto xg € X e denote a imagem da fungao
Yaoy POT Uiy Observe que X =,y Ciyy» POTQUE Y = Yy (1) € Csyy para todo
y € X. Como xg = 74,,4(0) € Cyy , para todo y € X, ou seja, como os subconjuntos
conexos Cy, , sempre se intersectam, segue da Proposicao 23.7 que X ¢ conexo. [

O lema acima garante que todo espaco conexo por caminhos é conexo. E natural
questionar se a reciproca também é verdadeira, ou seja, se todo espago conexo
também é conexo por caminhos. O exemplo a seguir mostra que nao.

Exemplo 26.5. Considere o plano cartesiano R? munido da sua topologia usual,
considere o subconjunto S = {(x,sen(1/x)) | > 0} e o seu fecho,

§=8u({0} x[-1,1)),

munido da topologia induzida. Lembre do Exemplo 25.3 que S é um subespaco
conexo. Vamos mostrar agora que S nao é conexo por caminhos.

Suponha 7 : [0,1] — S seja uma funcdo tal que v(0) = (0,0) e y(1) = (1,sen(1)).
Vamos mostrar que 7 nao é continua. Isso implicara que nao existem caminhos
ligando (0,0) e (1,sen(1)) em S, ou seja, que S nio é conexo por caminhos.

Para cada t € [0, 1], denote y(t) =: (71(t),72(t)), onde v =m0y e 73 =m0y
sao as coordenadas de v em R?. Lembre da Proposigiao 9.5(d) que v é continua se, e
somente se, y; € ¥, sao continuas. Assim, para mostrar que vy nao é continua, vamos
mostrar que 7; ou 7, nao sao continuas.

Para comecar, considere o conjunto 7; *(0). Se esse conjunto néo for fechado, entdo
~1 nao sera continua e, consequentemente, v nao serd continua. Caso contrério, o
conjunto v; '(0) serd fechado. Observe que esse conjunto também é nio vazio, pois
71(0) = 0. Defina ty := sup~; '(0). Vamos mostrar que o limite lim, it 72(t) nao
existe. Isso implicard que 7, nao sera continua em ty e, consequentemente, que 7y
nao é continua.

Como ~; '(0) é fechado, entdo to = supvy; ' (0) € 77 *(0), ou seja, v1(ty) = 0. Além
disso, como (1) = 1, entao ty < 1. Logo, existe ky € N tal que ¢ty + 1/k < 1 para
todo k > ko. Além disso, pela defini¢ao de supremo, v, (t) > 0 para todo t € (¢, 1].
Em particular, v(t) € S e

~a(t) = sen ( !

Y1(t)

) para todo t € {to+ 1/k | k > ko}.
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Considere a sequéncia {a, }neny dada por

2

“T ent D

Observe que essa sequéncia converge para 0. Em particular, para todo k > ko,
existe n;, € N tal que a,, < 71 (to + 1/k). Escolha nj com a mesma paridade de
k: ou seja, se k for par, escolha n, par, e se k for impar, escolha n; impar. Como
1 (to) =0 < an, < 71(to+ 1/k), o Teorema do Valor Intermedidrio (Corolario 24.3)
implica que: ou 7, nao é continua, ou existe si € (to, to+ 1/k) tal que 1 (sg) = ap,.
No primeiro caso, terfamos que 7 nao é continua (ver Proposi¢ao 9.5(d)). No segundo
caso, terfamos que {si}r>k, ¢ uma sequéncia que converge para tg e

Y2(s1) = sen (ﬁ) — sen (aink) — (—1)*

nao converge. Isso mostra que 7, nao é continua e, consequentemente, v também
nao é.

O exemplo acima mostra que a reciproca do Lema 26.4 nao é verdadeira: existem
espagos conexos que nao sao conexos por caminhos. O exemplo a seguir é uma
aplicagao da contrapositiva do Lema 26.4 e ilustra que subespacos de espacos conexos
por caminhos nao precisam ser conexos por caminhos.

Exemplo 26.6. Pelo Exercicio 23.2, os unicos subespagos conexos da reta real
sao os intervalos (abertos, semiabertos e fechados). Em particular, o subconjunto
(—1,0)U(0, 1), munido da topologia induzida de R, nao é conexo. Pela contrapositiva
do Lema 26.4, esse subespago também nao é conexo por caminhos. Como R é
conexo por caminhos e (—1,0) U (0,1) é um subespaco seu que nao é conexo por
caminhos, concluimos que subespacos de espacos conexos por caminhos nao precisam
ser conexos por caminhos.

O fato de a conexidade por caminhos nao ser herdada por subespacos arbitrarios
ja era esperado, visto que o mesmo ocorre com a conexidade. A proxima proposicao
mostra que, assim como a conexidade, a conexidade por caminhos também é pre-
servada por fungoes continuas.

Proposicao 26.7. Sejam X e Y dois espagos topoldgicos e f : X — Y uma fungao.
Se X for conexo por caminhos e f for continua e sobrejetora, entao Y também é
conexo por caminhos.

Demonstragcao. Suponha que X seja um espaco topoldgico conexo por caminhos e
que f : X — Y seja uma funcao continua e sobrejetora. Vamos mostrar que Y
também é conexo por caminhos. Para isso, comece fixando dois pontos yg,y; € Y.
Vamos construir um caminho [0,1] — Y que comega em y e termina em y;. Para
isso, comece observando que, como f : X — Y ¢é uma funcao sobrejetora por
hipétese, entao existem pontos xg, 21 € X tais que f(zg) = yo € f(x1) = y1. Depois,
observe que, como X ¢é o espago topoldogico conexo por caminhos, entao existe uma
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fungao continua v : [0,1] — X tal que v(0) = xo e (1) = z7. Logo, a funcao
composta (f o) :[0,1] = Y é uma fungao continua (ver Exemplo 6.4) tal que

(foy)(0) = f(7(0)) = f(xo) =50 e (fo)(1)=f(v(1)) = f(z1) = 1.

Isso mostra que Y é conexo por caminhos. 0]

A preservacao da conexidade por caminhos por imagens de fungoes continuas tem
diversas consequéncias. Em particular, se um produto de espacos topoldgicos for
conexo por caminhos, entao cada fator também sera conexo por caminhos, pois
as projecoes sao funcgoes continuas e sobrejetoras. Vamos concluir esta aula esta-
belecendo condigoes sobre os fatores que garantem que o produto seja conexo por
caminhos.

Exercicio 26.3. Seja {X;}ie; uma familia de espagos topoldgicos. Mostre que o
produto ], ; X; é conexo por caminhos se, e somente se, todos os espagos X; sao
conexos por caminhos.
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